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Summary: Ler b and & be two bamiltonian actzons of a Lie group G respectwely on
the symplectzc manifolds (M, Q) and M',Q),x bea pomt of M and x' a
point of M'. We say that ® and ¥ are equivalent at (x, x') when there exists
an equivariant symplectic diffeomorphism of a G-mvanant open nengborbood of
x onto a G-equivariant open neighborbood of x', which maps x on x'. We de-
fine the notion of characteristic elements of a bamzlttmmn action at a given point,
and we show that when © and € are equwalent at (x,x') then the characteris-
tic elements of ® at x and of ¥ at x', are the same. We show that undersome
additional assumptions, this necessary condition for equivalence is also sufficient.
Finally, we study the existence of a symplectic manifold (M, Q) , of a point x of
M and of a bamiltonian action ® of a given Lie group G on (M, ), which
admits at x some given characteristic elements. Under some assumptions, we give
an explicit model of bamiltonian action which solves this problem. Results are used
for classifying bamiltonian actions of the rotation group SO (3) .

1. Généralités, description des problémes étudiés et énoncé des résultats.

1.1. Soit G un groupe de Lie connexe agissant 4 gauche sur une variété sym-
plectique connexe (M, 2), par une action &®: G XM > M . Pour tout élé-
ment g de G, on note ®, le difféomorphisme de M :

xHCIfg x)=P(gx),(x M),

Classificazione per soggetto: 53B99, 53C99, 22E70
(*) Conferenza tenuta il 5/4/1984.
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et pour tout élément X de l'algtbre de Lie 4 de G, on note X, le
champ de vecteurs sur M (dit champ de vecteurs fondamental associ¢ a X)),
défini par:

d
X, (%)= o @ (exp (—'tX), %)l ,_,

On rappelle que I'action ¢ est dite symplectique si, pour tout g€ G:
=9,

et qu’elle est dite bamiltonienne si elle est symplectique et si de plus, pour
tout élément X de 4 |, le champ de vecteurs X, ~est globalement hamil-
tonien. Dans ce cas, il existe une application différentiable J: M > %* (dual
de %), telle que, pour tout X € ¥ :

i(X,,)Q=-d<]X>;

cette application J est appelée moment de I’action hamiltonienne & ; elle
n'est pas unique: une autre application J, de M dans ¥* est aussi un
moment de 'action @, si et seulementsi J;—J est constante. Souriau [10]
a montré qu’il existe une action affine unique a, de G sur @*, ayant
pour partie linéaire I’action coadjointe Ad*, pour laquelle le moment J
est équivariant, c’est-a-dire vérifie, pour touts g€ G , x€ M :

J@@Ex)=a, (g J ().

L’action 4, a pour expression:

0
a, (g H=Ad;E+T0(®), GEG, E€ 47,
oun 0:G™>%* estun l-cocycle symplectique de G.

Un autre moment J;=J +u (avec u constante, élément de ¢* )
est équivariant pour I’action affine 4, , associée au 1-cocycle symplectique:
1

6,=6 +ou,
ol du désigne lel-cobord de G, a valeurs dans & * .

au(g)-:u—Adg*u , @€G).
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1.2. On suppose désormais l’action ¢ hamiltonienne, et on en choisit un
moment J. Soit x un point de M . On pose:

G, ={gE€EGIP(gn=x};N, = {®(gx)lgEG};
Jx)=te g*
G, ={g€Gla,(g ©)=E}; 0, = {a,(g, )| gE€G).

En raison de I’équivariance de [, le groupe d’isotropie G_ de x est
un sous-groupe fermé du groupe d’isotropie G, de £ , quilui-méme est un
sous-groupe fermé de G . On notera ¢, et & ¢ les algebres de Lie, re-
spectivement, de G etde G, .

L’espace tangent en x al’orbite N_ est:

T,N,={X, ®)IXEY )

et son orthogonal symplectique est (Abraham et Marsden [1], Marsden et
Weinstein [9]) :

orth (T, N, )=ker T J.

On sait que la restriction & orth (T, Nx) de la 2-forme Qx (valeur
de £ en x) a pour noyau T, N North (T N_). Par projection sur
'espace quotient:

H=orth (T N_)/T, N_North (T N,)

on en déduit donc une 2-forme symplectique L, sur I’espace vectoriel H.
Pour tout élément g de G, ®, estun difféomorphisme symplecti-
que de M laissant le point x fixe, donc T, @ est un automorphisme
de I'espace vectoriel symplectique (T M, £ ). Cet automorphisme laisse
invariants les sous-espaces vectoriels T N, et orth(T, N_), donc aussi
leur intersection. Par quotient, il détermine donc un automorphisme A, de
I'espace vectoriel symplectique (H,S2,). L’application p,qui a chaque
elément g de G_ , associe I'automorphisme Py de (H, 2,), estun ho-
momorphisme de G dans le groupe symplectique Sp (H, Q).

1.3. Définition. Avec les notations précisées ci-dessus, on appelle famille d’élé-
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ments caractéristiques de I’action hamiltonienne ¢ au point x , la famille:
0-0t, G, , (H Q),0)
constituée par le cocycle symplectique:
| 6-0t: g0 (@) +AE,

le sous-groupe d’isotropie G, du point x, I'espace vectoriel symplectique
(H, ), et 'homomorphisme p de G, dans le groupe symplectique
Sp (H,£2,,) .

1.4. Remarque, Les éléments caractéristiques de 'action ¢ au point x ne
dépendent pas du choix du moment J del’action & : en effet si ’on rem-
place J par J, =]+ p(u constante ¢élément de 4 %), 0 est remplacé
par 0, =0 +0u, et § par & =& +u, de sorte que l'on a 6, — 0§, =
0 —of .

De méme, le sous-groupe d’isotropie G, du point £, pour I’action
affine a, , ne dépend pas du choix du moment J; G, n’est autre que le
sous-groupe d’isotropie de I’origine pour I'action-affine a,_;, :

G, = (gE€Gla, g¥)=1={g€Gla,_,, (§0)=0].

La donée des éléments caractéristiques de l'action hamiltonienne @ au
point x , suffit donc pour déterminer G, .

1.5. Définition. Soient (M,Q) et (M', ') deux variétés symplectiques
connexes, & et &' deux actions hamiltoniennes d’'un méme groupe de Lie
G , respectivement sur (M,£2) et M',Q"), x unpointde M et x' un
point de M’. On dit que les actions ® et @' sont équivalentesen (x, x"),
sl existe un difféomorphisme symplectique G-équivariant ¢ d’un voisina-
ge ouvert G-invariant U* de x dans M, sur un voisinage ouvert G-inva-
riant U’ de x' dans M',appliquant x sur x'.

1.6. Remarques.
1°) Si les actions & et &' sont équivalentes en (x,x'), les sous-
groupes d’isotropies G_ de x et G, de x' sont égaux; l'orbite N
X X X
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de x est contenue dans 'ouvert G-invariant U de M , et 'orbite Nx',
de x' dans l'ouvert G-invariant U’ de M'; le difféomorphisme sym-
plectique ¢ applique N, sur N/, .

2°) On pourrait définir une relation d’équivalence légérement moins
restrictive en admettant la possibilité de modifier I’action ®' en la compo-
sant avec un automorphisme du groupe G . Les résultats établis plus loin
s’adapteraient sans difficulté & une telle définition.

On étudiera dans ce qui suit les deux problémes suivants.

1.7. Probleme d’équivalence. Peut-on donner des conditions nécessaires et suf-
fisantes d’équivalence de deux actions @ et @' en (x,x'), au sens de la
définition 1.6?

1.8. Probléme d’existence. Soient G un groupe de Lie, 6 un l-cocycle
symplectique de G , ¢ un élément du dual ¥* de l'algébre de Lie ¢ de
G, G, un sousgroupe fermé du groupe d’isotropie G, de & pour
lactlon affine a, , (H, §2,,) un espace vectoriel symplecthue de dimension
2b, et p un homomorphlsme de G, danslegroupe symplectique Sp(H, ,,) .

Existe-t-il une variété symplecthue (M,Q2) , une action hamlltomenne P
de G sur cette variété, et un point x de M, tels que la famille d’éléments
caractéristiques de 'action @ au point x soit (6 —df, G, , (H,QH) ,P)?

Les principaux résultats établis ci-aprés sont les suivants. Certains de ces
résultats avaient été précédemment exposés, soux une forme différente, en

[8].

1.9. Proposition, Les hypotheses et notations étant celles de la définition 1.5 ,
sotlent (0 0%, G, (HSQ,),p) et (8'-0¢, G, H, Q) , p)) les é&é&
ments caractéristiques (1.3) respectifs de’action & au point x, et de I’action
®'au point x’. Si @ et ¥’ sont équivalentes en (x, x'), les trois condi-
tions suivantes sont vérifiées.

1. 0—-0t=0"-0¢".
2. G_=G_,.
3. 1l existe un isomorphisme symplectique ¢ de l’espace vectoriel

symplectique (H, §2,,) sur lespace vectoriel symplectique (H/ Q D,
tel que pour tous gEG ,YEH:
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Y (o, @D =0, W ).

1.10. Proposition. Les hypotheses et notations étant celles de la définition
1.5 et de la proposition 1.9, on suppose les conditions 1 a 3 de la proposition
1.9 satisfaites. On suppose de plus les deux contitions supplémentaires suivan-
tes satisfaites. )

4. 1l existesur M et M' des connexions linéaires invariantes, respecti-
vement, par les actions ® et ®' du groupe G.

5. Les orbites N, du point x et N,/ du point x' sont des sous-
variétés, respectivement de M etde M.

Alors, les actions @ et @' sont équivalentesen (x,x') .

1.11, Proposition. Soient G un groupe de Lie connexe, 6 un 1-cocycle
symplectique de G , £ un élément du dual ¥* de l'algébre de Lie & de
G, G, unsous-groupe fermé du groupe d’isotropie G, du point £ (pour
l'action affine a4, de G sur 4* , ayant pour partie linéaire I’action coa-
djointe, associée au cocycle 0), (H, ,) un espace vectoriel symplectique
de dimension 2k, et p unhomomorphisme continu de G_ dans le grou-
pe symplectique Sp (H,£2,,) . On suppose satisfaite la condition:

‘6. L’algebre de Lie 4, du sous-groupe G, , possede un supplémen-
taire dans & , invariant par 'action adjointe du sous-groupe G_ .

Alors il existe une variété symplectique connexe (M, &) , une action
hamiltonienne ® de G sur cette variété, et un point x de M, tels que
la famille d’éléments caractéristiques de ’action @ au point x soit (6 —
—0¢,G_, (H, §),p) . De plus, la variété symplectique (M, ) et ’action
& vérifient les conditions 4 et 5 de la proposition 1.10.

1.12. Remarques

1°) Lorsque le groupe de Lie G est compact, les condition 4, 5 et 6 des
propositions 1.10 et 1.11 sont vérifiées; de plus, tout 1-cocycle symplectique
de G estun cobord.

2°)Dans les hypothéses de la proposition 1.11, soit ®' une autre
action hamiltonienne de G sur une variété symplectique (M', Q'), et x'

un point de M’ , tels que la famille d’éléments caractéristiques de @' au
point x' soit. (0 — 3§, G_,(H Qy),p) . Si M, Q) et &' vérifient les
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conditions 4 et 5 de la proposition 1.10, cette proposition permet d’affirmer
que ® et @' sont équivalentes en (x,x"). La solution du probléme
d’existence 1.8 est donc unique, & une équivalence prés (du moins si I’on se
restreint aux variétés symplectiques et aux actions hamiltoniennes qui véri-
fient les conditions 4 et 5 de 1.10).

3°) On donnera plus loin (paragraphe 3) un construction explicite de la
variété symplectique (M, Q) et de laction & , dont la proposition 1.11
affirme l'existence.

2. Le probleme d’équivalence,

Ce paragraphe est consacré aux démonstrations des propositions 1.9 et
1.10.

2.1. Les hypothéses et notations étant celles de la définition 1.5, soient
J:M=>%* et J':M'>%* des moments, respectivement, des actions @
et ', 0:G>%* et 6':G—>%* les cocycles symplectiques correspon-
dants. On pose:

E=J(x) ; =] (x"N=J°p(x).

Puisque ¢: U~ U’ est un difféomorphisme symplectique G-équivariant,
Jep: U= %* est un moment de 'action & (restreinte a louvert U) .
Sur la composante connexe de U contenant x (qui est G-invariante,
puisque G est connexe), J' o yp—] est constant. On a donc, pour tout
gEG:

Jop @ @)-J (@, x)=J () -] ) ,
ou encore:
J(@ EN-T (=@, () =J ),
c’est a-dire:
0" (g) +AdE' —E=0(g) +AdfE~¢.

La propriété 1 de la proposition 1.9 est donc vérifice,
D’autre part, on a déja remarqué (1.6, 1°)) que la propriété 2 de la pro-
position 1.9 était également vérifiée.
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L’application T ¢: T M~>T,, M' est un isomorphisme de l’espace
vectoriel symplectique (T M, Qx) sur l’espace vectoriel symplectique
(T, M', Q). En raison de I’équivariance de ¢, on a pour tout g€G :

TxcpoTxcbg=Tx, cb;,o T, p.

De plus, T, ¢ applique I’espace tangent en x alorbite N_, etson
orthogonal, respectivement sur l’espace tangent en x' a lorbite’ N ., et
son orthogonal. On peut donc, par quotient, déduire de T ¢ un isomor-

phisme symplectique Y de (H, QH) sur (H', QH,) , vérifiant pour tout
g€ G:

= p?
Yo b =proy .

La propriété 3 de la proposition 1.9 est donc vérifée. Ceci acheve la dé-
monstration de cette proposition.

2.2 Les hypothéses sont maintenant celles de la proposition 1.10. Les élé-
ments x de M et x' de M' étant fixés, soient ®* : G>M et ",
G > M' les applications définies par:

®* () =d(g x) 5 ¥ (=2 (g ).

Ces applications sont équivariantes (pour 1’ action de G sur lui-méme
par translation i gauche, et les actions ® de G sur M et &' de G
sur M'). Les 2-formes fermées (®*)* Q et (®'*')* Q', images récipro-
ques de Q par ®* et de Q' par @', sont donc invariantes  gauche
sur le groupe G .

Soient X et Y deux éléments de I’algebre de Lie ¢ (identifice a
T, G).Ona:

(@*)* Q2 (e) X,N=Q (x) - X,, x),= Y, (x))
=i(-Y,,)d<JX>(x)
<J (®(exp (t'Y), x), X>|t:0

dt

d
= <AdL () + 0(expEY). X
= <t [X,YP>-0 (X, V).
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On a pos¢, comme précédemment, £=] (x), et on a désigné par © la
forme bilinéaire antisymétrique sur 4 :

© (X,Y)=<T, 0 (X), Y>=—<T, 6 (V), X>.

En considérant I’élément § de %* et de la forme bilinéaire © sur
¢ , respectivement comme une 1-forme et une 2-forme invariantes a gauche
sur le groupe G, on peut donc écrire:

(PN)* Q=—(dt+0).

Mais d’autre part on a:

d d
o <@ - 0§) (exp (tY)), X>|t=0 = A <0 (exp (tY) — &+ Ad':xp(ty)!;‘,X>|t=0

=—(dt +0)(X,)Y).
De méme:
(@) Q' =—(dt + ) ;

d
= <(0'= 38 (exp (1Y), X>,_y == (@¢' +0) (X, V),

avec bien entendu:
o' (X,Y)=<Tel9' (X), Y>=-<T, ' (), X>.

‘Mais par hypothése (condition 1 des propositions 1.9 et 1.10), 6 — 9§
estégala 6'— 0% . Onadonc: .

(") Q' =(@*)* Q.

D’autre part, soient N_ et N/, les orbites respectives de x et de
x' . Par hypothese (condition 5 de la proposition 1.10) ce sont des sous-varié-
tés, respectivement de M et de M', et les applications ®* et @
sont des submersions surjectives de G, respectivement sur N_ et N!., .
Apreés quotient de G par I'action a droite du sous-groupe G_, ces deux
applications déterminent des difféomorphismes &* : G/G_ > N,_ et &%
G/G, >N, . En convenant de désigner par £, et QI’\I;C les 2-formes
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induites par £ sur N_ etpar ' sur NZ,, ona:
(35 Q,, =(@")* ., .
X X

Le difféomorphisme

vérifie donc:

*QL, =0
&y, = Sy

Les 2-formes £, sur N_ et Q;v'. sur Na'c,, sont de méme rang
X x

constant, et ont pour noyau, respectivement, le sous-fibré vectoriel TN_ 0N
NorthTN_de TN _, et TN}, North TN, de TN!,. Onanoté orth TN,
et orth TN!, les orthogonaux de TN, et TN,. dansles fibrés vectoriels
symplectiques TNx M et TN,x, M' (restrictions a N_ et a N des
fibrés tangents, 3 M eta M').

Le fibré vectoriel symplectique ¥ =orth TN _/TN,_North TN, , de
base N_, a pour fibre-type I’espace vectoriel symplectique (H, Q,.), et
s'identifie au quotient (GXH)/G, du fibré trivial GXH (de base G), par
la relation d’équivalence:

(*) (g1, 21) équivalentd (gp,2,) si Y=g g €EG, et z, =p ().

De plus, l'action de G sur le fibré vectoriel symplectique ¥, naturel-
lement déduite de l'action @, s’identifie a I'action de G sur (GXH)/G, ,
quotient de ’action triviale de G sur GXH:

& (@1, 21 (881, 21)

par la relation d’équivalence (*) ci-dessus.

Les mémes considérations s’appliquent évidemment au fibré vectoriel
symplectique X' =orth TN’./TN’, North TN/, , de base N, et de fibre-
type (H', Q).

Par hypothése (condition 3 de la proposition 1.9) il existe un isomor-
phisme symplectique ¢ de (H, &) sur (H', Q) vérifiant, pour tout
gEG, -

Yyop, =P,y
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On en déduit I'existence d’un isomorphisme de fibrés vectoriels sym-
plectiques, également noté ¢ , de #H sur ¥', au dessus du difféomor-
phisme f:N_— N_. de leurs bases, équivariant (pour les actions de G sur
H etsur H' naturellement déduites, respectivement, de @ etde ¢).

Compte tenu de la condition 4 de la proposition 1.10, on peut construire
des voisinages tubulaires de N dans M et de No:, dans M’ tels que
les homothéties sur les fibres commutent avec les actions ® et &' du
groupe G . D’apres un résultat précédemment établi ([6] et [7], théoreme
4.5.), généralisant un théoreme de Weinstein [12], [13], il existe un difféomor-
phisme symplectique G-équivariant ¢ d’un voisinage ouvert G-invariant U
de N, dans M sur un voisinage ouvert G-invariant U' de N!, dans
M’ , dont la restriction & N, est le difféomorphisme f: N, > N_.. Ceci
prouve I’équivalence des actions ® et ®' en (x,x'), et acheve la démon-
stration de la proposition 1.10.

3. Le probleme d’existence.

Ce paragraphe est consacré a la démonstration de la proposition 1.11.

3.1. Soient G un groupe de Lie connexe, 6 :G—> ¥* un l-cocycle sym-
plectique de G, ¢ un élément du dual ¥* de l'algébre de Lie ¥ de
G, G, un sous-groupe fermé du groupe d’isotropie G, de & (pour
laction affine a, de G sur ¥* | ayant pour partie linéaire I’action coa-
djointe, associée au cocycle ), (H, Q2,,) unespace vectoriel symplectique
de dimension 25, et p un homomorphisme de G, dans le groupe
symplectique Sp (H, ). On se propose de construire une variété sym-
plectique (M, ) et une action hamiltonienne & de G sur cette variété,
telles qu’en un point particulier x de M , la famille des éléments caractéri-
stiques de 'action ¢ soit précisement (6 - 90§, G, (H 2.),p).

Pour le moment, on ne suppose pas nécessairement satisfaite la condition
6 de la proposition 1.11. La construction présentée ci-dessous est une ada-
ptation d’une construction due a Weinstein [14], [15], qui elle-méme est une
forme plus intrinseque d’une construction précédemment présentée par
Sternberg [11]. ’
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3,2. One note, comme précédemment, © la forme bilinéaire antisymétrique
sur % définie par

® (X,Y)=<T, 0 (X), Y>=—<T, 0 (¥), X>.

On rappelle que © peut étre considérée comme une 2-forme fermée,
invariante a gauche sur le groupe G.

On note g :T*G =G la projection canonique du fibré cotangent a
G sur sa base, et o la 1-forme de Liouville sur T*G . On munit T*G de
la 2-forme symplectique

Q_,=da—q*® .

On définit deux actions hamiltoniennes de G sur (T*G, ‘Q'—e) , notées re-
spectivement @, et @ ., en posant pour tous gE G, z € T*G:

) N . N .
On anoté L, et R -1 les relevements canoniques 2 T*G des dif-
féomorphismes L, et R-1 de G:

L, (M=gY;R-1 (M=2";

~ ~

(Lg et Rg,l sont les transposées de TLg_1
Les actions @, et @, commutent et admettent respectivement

pour moment les applications J, et J, , définies par:

et de TRg , respectivement).

Jo@==Ad 1 (L2 +0 (g @)

JR (Z)=z -1 2

q(z)

Lorsqu’on identifie T*G a GX%* | en trivialisant T*G par transla-
tion a gauche, selon:

ZET*GH(Y=4 R EG, =L, 1z€%%)
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les-actions @ , et &
sions: ’

R o€t leurs moments . J . ¢t J g » ODt pour expres-

¢, g OB=0gYM;
& @ OB)=(g™, Ad* 6= 0 (9)) ;
R .
J, (P =—Ad*6+0 )
J. LB=8 .
On vérifie que J, et J. sont équiquivariants lorsque G agit sur
T*G , respectivement, par les actions ®, et @, , et sur ¥ *, respective-

ment, par les actions affines a, et a_, (associées, respectivement, aux
cocycles symplectiques 6 et —0).

3.3. On munit le produit T*G X H de la forme symplectique Q_, + 8,
(les 2-formes Q_, sur T*G et Q, sur H étant identifiées a leurs
images réciproques sur T*G X H , respectivement par la premiére et la secon-
de projection).

L’action hamiltonienne & I de G sur (T*G, Q_e) se prolonge en
une action hamiltonienne (encore notée & L) de G sur (T*G X H, Q_,+
+ QH) :

¢)L (g‘: (Zay))z (¢L (g,z),")’) .
Un moment de cette action, encore noté J ; » @ pour expression:
J, Gy)=J, @).

La restriction au sous-groupe G_ de G, de l'action hamiltonienne
P r de G sur (T*G, §_,) , se prolonge en une action hamiltonienne, no-
tte ¢, ,de G, sur T*G X H, donnée par 'expression:

qu,p (g (zy)= (‘I’R (g,2), pg ) .

Un moment K del’action @ est donné par ’expression:
R,p p p

K@y)=Tl . oJp @)+ J, 0).
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Dans cette expression, II gr : g* > g% est la projection du dual ¥* de

I’algebre de Lie ¢ sur le dual 4 de la sous-algebre de Lie ¢, transposée
de l’injectibn canonique de 9. dans @ ;%o : (sp (H,\QH N* — g;‘ désigne
l’application linéaire transposée de I’homomorphisme d’algebres de Lie

: 4, > sp (H Q,), associé i 'homorphisme p de G_ dans le groupe
symplecthue Sp (H Q ) ; enfin Jy H=>(sp (H Q, )* demgne le mo-
ment, nul a l’origine, de [’action naturelle de Sp (H Q ) sur (H, .,);
il a pour expression:

1
Jy O)= S Bu .y,

ou B, est l'application bilinéaire symétrique de H X H dans le dual
(sp (H, p;))* de lalgebre de Lie sp (H, ) donnée par l’expression
suivante (dans laquelle y, et y, €H XEsp (H, Q) étant considéré
comme un endomorphisme de I’espace vectoriel H):

<By 1, ¥2), X>=Q, (X (1), ¥2) =8, (X (¥2), 1)

Le moment K est équivariant pour l'action @, R 6 de G_ sur
T*G X H, et l'action affine a_y de G_ sur ¢, associce au 1- cocycle
symplectique:

-0=-11 , 0l

En utilisant le fait que G, est un sous-groupe de G, (groupe d’iso-
tropie de I’élément & de @™, pour l'action a,) , on voit que I’élément
de @* .

~

—f=-1I ;(E)

est un point fixe pour l'action a_j . D’autre part, K est une submersion
(puisque I'action @ . = est libre). Par conséquent:

1 ~
Q=K' (-¥)
est une sous-variété de T*G X H, invariante par l'action &, R.p de Gx .
D’autre part, le moment K est constant sur chaque orbite de I'action @,

par suite, la sous-variété Q est invariante par l’action @, du groupe G
Soit P le quotient de Q par G_, c’est-a-dire I’ensemble des orbites
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de 'action <I>R’p de G sur Q.

3.4. Proposition. Le quotient P = Q/G, possede une structure de variété dif-
férentiable telle que la projection canonique II, : Q= P soit une submer-
sion. De plus, il existe sur P une 2-forme symplectique £2p , telle que
[1;€2, soit la 2-forme induite sur Q par (Q2_, +8,). L'action @, de
G sur Q détermine, aprés passage au quotient, une action hamiltonienne
®, de G sur (P, QP) , admettant pour moment l’application J, : P~
- @* vérifiant:

JL ° Hp =JL’Q

Démonstration. Lorsqu’on convenient d'identifier T*G a G X 4* en uti-
lisant la trivialisation de T*G par translation a gauche, la sous-variété Q
de T*G X H s’identifie au sous-ensemble de G X 4* X H :

Q= {(7,BY)EGCXE* XHIT ;. (B)=="0">], () —%}.

On voit que Q est fibrée au dessus G X H , la fibre au dessus du point
(v,y) de G XH ¢étant le sous-espace affine de ¢ * :

. (%'eJ, 0= .
Le sous-espace vectoriel associé a ce sous-espace affine ne dépendant pas
du point (v,y) de G X H considéré: c’est le noyau de II ., , c’est-a-dire
Pannulateur %% de  dans 4*. *
, . .
L’actionde G, sur Q apour expression:

Cp, @O BYN=(rg, B 8 )

et on vérifie qu’elle applique la fibre au dessus de (v, y) sur la fibre au
dessus de (y g‘l, 2, (). On en déduit I’existence, sur le quotient P = /G,
d’une structure de variété différentiable fibrée en espaces affines, dont la fibre
type est Uannulateur %0 de & daps %* , et dont la base est le quotient
(G XH)/G_ de GXH par larelation d’équivalence:

(v1,y1) équivalentd (v,,¥,) si 7;' v, €EG, et y, =p,-1, 0 .
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Cette base est elleméme un fibré vectoriel de base G/G_, et de fibre-
type H. :
L'existence sur P d’une forme symplectique £, , dont I'image réci-
proque par I, est la forme induite sur Q par (2, +8,), se déduit
du fait que (P, §2,) est la variété symplectique réduite, associée au moment
K “de Paction (bR’p , et au point —§ de %* , au sens de Marsden et
Weinstein [9].

Enfin I’action hamiltonienne ®, de G sur T*G XH détermine,
par restriction & Q puis quotient par G, une_ action hamiltonienne <I>
de G sur (P, Q,), admettant. pour moment J L : cela résulte du fait que
Q est invariante par les actions @, et @, , et que ces deux actions hamil-
toniennes commutent.

3.5 Remarques.

1°) Afin d’établir quelques formules explicites, on convient * comme
précédemment d’identifier T*G 4 G X ¢* en le trivialisant par transla- -
tion 4 gauche, donc d’identifier T*G XH a G X ¥* XH. L’espace tan-
gent en un point (v, B, ¥) & T*G XH s’identifie donc a Tg G X ¢* XH.
Avec ces conditions, soient: :

Z, =(TL7 X1, M, u1), 2, =(TL,Y X2, M2, Uy)

(avec X, et X, €4=T, G, n, et N, € §*, u; et u, €H) deux

éléments de T( 8y) (T*G X H).On a:

(Q_g + QH)('Y: B} y) (le Z2):<7717 lX2>—<7?2, Xl>_<ﬁ) [Xl’ X2]>—
-0 (X, X;) +QH (#y, uz) .

2°) Le point (v, B,y) de T*G XH appartient a Q si et seulement
si:

. B==tp'o T, .

Lorsque c’est le cas, 1'élément Zl—(TL Xy, M, uy) de T”M)
(T*G X H) appartienta T, o v Q siet seulement si:

« (m)=="p"0 By (v, u1) .
X .
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D’autre part, I'orthogonal de T, 8.9) (T*G X H) est I'espace tangent

en (v, B v) a Porbite de I’action (I)R su groupe G, , passant par ce

point. L’élément Z, = (TL7 X,, Mg, #y) de T("/ ) (T*G X H) appar-
tient 3 orth ('T(y 8.9) Q) siet seulement si:

X €, sm=—ady B+0O(Xp) 5 u==p'(X))y .

On peut dailleurs controler ce résultat en utilisant ’expression de la
2-forme Q_, + £, donnée dans la remarque précédente.

3°) La sous-variété Q, étant invariante par l'action @ Rp du groupe
G, , est coisotrope. On peut d’ailleurs le vérifier en utilisant les résultats de
la remarque précédente.

4°)Le point m=(e,—£,0) de T*G XH (toujours identifié a G X
X 4* X H) appartienta Q . Un élément Z; =(X,,n,,u,) de T (T*G X H)
appartienta T _Q siet seulement si:

H%: (n1)=0 .

Par conséquent T, Q s’identifiea ¥ X%° XH.
Un élément Z, = (X,, M,, u,) de T, (T*G X H) appartient i
orth (T, Q) si et seulement si:

X2 €4 5 M2 %"-ad;g E+0(X2)=0 ;u4,=0 .

En effet, n, est nul car X, est élément de %, donc de gs . On
voit donc que orth T, Q s'identifie a @ X {0}X {0}.

3.6. Soit x=1II,(m) la projection, sur la variété symplectique réduite
(P, Qp) , du point m=(e,—§0) de Q (considéré dans la remarque
ci-dessus). On a:

J, @)=J, tm=¢ .

D’autre par, l'action affine de G sur %* qui rend fL équivariant,
est évidemment a,, et le groupe d’isotropie de x (pour l’actior; hamilto-
nienne ®,  de G sur; P) v'est autre que G_ . Soit N, lorbite du
point «x , sous l'action ¢, .Pour déterminer la famille des éléments caracté-
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ristiques de @, au point x , il reste 2 déterminer ’lhomomorphisme, associé
a cette action, du groupe G_ dans le groupe symplectique de I'espace vecto-
riel symplectique orth (T, N, )/T, N, North (T N, ).

L'espace T P s’identifie au quotient T, Q/orth(T, Q). Le sous-
espace T, N de T P, s'identific au quotient du sous-espace E =
=(T, H )'l (T N.) de T Q, par orth (T, Q). Avec les mémes conven-
tions que dans la remarque 3 5, 3°), le sous-espace E de T, Q s’iden-
tifie au sous-espace ¥ X {0}X {0} de ¥X¥G*XH . Le sous -espace
orth(T_N,_) de T P, s’identifie au quotient du sous-espace orth E N
nT, Q de T, Q, par orth (T, Q) . Mais, d’aprés les résultats établis
dans le remarque 3.5, on a:

orthT QCECT, Q

donc: »
orthT, QC orthECT, Q

de sorte que le sous-espace orth (T, N ) de T, P s’identifie au quotient
de orth E par orth (T, Q).On trouve: '

orthE= {(X, ad} £ + O (X), u) € ¥X $* XHIXE 4 }.

L’espace orth (T, N )/T, N N orth (T, N,) s’identifie donc au quo-
tient de orth E par E North E . Mais compte tenu des expressions de E
et de orthE obtenues ci-dessus, E N orth E s’identifie a ffg X {0}X {0}.
En définitive, l'espace vectoriel symplectique orth (T, N _)/T, N_ N
North (T, N, ) s’identifie a <%/ (ft X H ; la 2-forme symplectique Q% Gy XH
sur cet espace a pour expression:

Q%%AXH ((Xl: ”1.); (Xz’ uz)) =— <& [X1, X,]>+0 (X4, X)) +QH(Z¢1:”2)-

Dans cette expression f(l et X; sont des éléments de Eé)/f(ii , X4
et X, des éléments de ¢, représentants respectivement de X, et X, ,
u; et u, deséléments de H . On remarque que le second membre ne dé-
pend pas du choix des représentants X; et X, . On voit donc que
orth (T N)/T, N N orth (T N, ) s’identifie a la somme directe des deux
espaces vectorlels symplecthues (H Q) et (Y, Q2 % gy ), la 2-forme
Q”f/%’g étant définie par la formule (V01r Kirillov [4]):

wa/% (X1, X5)==<E [X,, X, >+ 0 (Xy, X3) .
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Enfin, la représentation linéaire de G_ dans I'espace vectoriel sym-
plectique orth (Tx‘ N )/'Tx N_N orth (T, N_) , est somme directe de deux
représentations: la représentation, notée ad, de G, dans ¢/ P dé-
duite de la restriction 2 G_ de la représentation adjointe de G dans ¥,
par quotient par le sous-espace G_-invariant ¥ ¢ + la représentation p de
G, dans X . On peut donc énoncer:

3.7. Proposition. La famille d’éléments caractéristiques de I’action hamilto-
nienne ®, de G sur (P, QP) , au point x de P , est (0—0& G,
(%/4,,Q cy/gz) ® (Hy42,),ad ®p).

3.8. On suppose maintenant satisfaite la propriété 6 de la proposition 1.11: il
existe un supplémentaire W de 4, dans &, invariant par I'action adjoin-
te du sous-groupe G, . Soit A: ¥ —> 4. la projection de ¢ sur ¢, pa-
rallélementa A, et *A: @} > 4 satransposée.

3.9. Proposition. On note F* le sous-fibré affine de T*G , dont la fibre au
dessus d’'un point y de G estle sous-espace affine de T;‘G :

Fr=L (~E+N(g)).

Alors F* est invariant par l'action @, du groupe G et par la re-
striction de l'action @, au sous-groupe G_ de G . De plus, la 2-forme
induite par Q_, sur F* est non dégénérée sur un ouvert de F* inva-
riant par ces deux actions, contenant le point —§ .

Démonstration. Lorsqu’on identifie T*G a G X %* en le trivialisant par
translation i gauche, F* s’identifie a:

F*={(y,~ £+ \m)IvEG , nE€ L),

Soit gE€G. Ona:

P, @O EFNMN=@r,—E+ N,
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ce qui prouve l'invariance de F* par l'action @,
On suppose maintenant g€ G,_.Ona.

Q. @ @—E+NMmM)= (gt, - (Adg* £+0(g)+ Ad; ° N ()
=(yg !, —£+'N(Ad* )

car g estélémentde G, , et !N commute avec Ad* . On voit donc que
F* est invariant par la restriction de 'action &, a G

Par ailleurs, le point —§ de ¥* (identifié a2 T*G) appartient évi-
demment a F*;le fait que la 2-forme induite par 2_, sur F* soit non
dégénérée en ce point (donc sur un ouvert invariant contenant ce point) résul-
te d’une propriété générale établie par ailleurs ([7], proposition 3.6), et peut
aisément étre vérifié directement. o

3.10. Corollaire. La 2-forme induite par (_, +£,) sur la sous-variété
F*XH de T*G XH , est non dégénérée sur un ouvert V de F*XH,
invariant par les actions ¢, de G et @, , de G, , contenant le point

m=(-§ 0).

3.11. Comme précédemment, on considére la sous-variété Q=K1 (—E’) de
T*G X H. On pose:

Qi =(F*XH)NQ.

La souswvariété @, est invariante par les actions &, de Get
CDR, de G, . On note Py =0Q,/G, I’ensemble des orbites de [’action
@RP de G sur Q,, et T, :Q; =P, la projection canonique. On
voit que P1 est une sous varlete de la variété symplectique (P, SZ ) pre~
cédemment définie (3.4), invariante par l’action fI) du groupe G
tenant l'orbite N, du point x=II, (m). En utlllsant le corollaire 3 10
on voit egalement que la 2-forme SZ induite par Q sur_ P; , est non
dégénérée sur un ouvert M de P, , 1nvarlant parlactlon (b , contenant

l'orbite N_.
xX

: ”~
3.12. Proposition. L’action @, du groupe de Lie G , restreinte a la sous-
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variété symplectique (M, Q ) de (P, SZ ) , est hamiltonienne, et la famille
des éléments caracterlsthues "de cette actlon au pomt x est (60— of, G, ,
C(H, 2,),p).

Démonstration. Il suffit de reprendre, point par point, les calculs effectués pa-
ragraphes 3.5 et 3.6, en remplagant T*G par F* et Q par Q, .Onvoit
ainsi que 7,, Q, s’identifie 3 @ X ( {40 NEA (g*)) X H , que son ortho-
gonal orth (T Q;) (dans I’espace Vectorlel symplecthue (T M, 2, (m))
s'identifie a 4. X {0}X {0}, et que l'orthogonal de E = (T H )1 (T N, )
dans (T M, Q (m)) , et non plus, comme en 3.6, dans (T (T*G XH)

@, +Q )(m))) s'identifie a G, X{0}XH . L'espace orth, (TxNx)/Txan
N orth (T N_) s’identifie donc au quotient de 4, X {0}XH par
.‘fs X {'O}X {O}, c’est-a-direa H. o

3.13. En établissant la proposition 3.12, on a construit un modéle d’action
hamiltonienne qui résoud le probleme d’existence 1.8, sous les hypothéses de
la proposition 1.11. On a donc démontré cette proposition.

3.14. Remarque. Dans le cas particulier ou G =G, etou H={0} (donc
P=0) , la variété symplectique (M, Q, ) construlte en 3.11 et 3.12 n’est
autre que l’espace homogene G/G , et sidentifie 4 Porbite du point £ de
“* sousl’action hamiltonienne a o - On retrouve donc le résultat de Souriau
[10] et Kostant [5] 4 propos des espaces homogénes hamiltoniens. On doit
cependant remarquer que la construction faite ici suppose vérifiée la condition
6 de la proposition 1.1, alors que le résultat de Kostant et Souriau est valable
sans cette hypothese.

4. Quelques exemples.

4.1. On va étudier le cas ol G est le groupe SO (3). Puisque ce groupe est
compact, les conditions 4, 5 et 6 des propositions 1.10 et 1.11 sont vérifiées.
D’autre par, la cohomologie symplectique de ce groupe étant triviale, on peut
supposer le cocyle 6 nul. L’algébre de Lie  so (3), de dimension 3, posséde
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un produit scalaire euclidien Ad-invariant au moyen duquel on peut identifier
so (3) a son dual. Les actions adjointe et coadjointe s’identifient alors 2
’action usuelle du groupe SO (3) sur I'espace vectoriel euclidien de dimen-
sion 3.

Le sous-groupe d’isotropie G, d’un élément non nul ¢ de ¥* | de
dimension 1, est le sous-groupe a un parametre des rotations autour de la di-
rection définie par £ ; il est isomorphe & S' . Le seul sous-groupe fermé de
G, de dimension 1 est G, lui-méme. Les sous-groupes fermés de G, de
dlmensmn 0 sont les sous groupes finis des rotations d’un angle muitlple

2w ) . . P
de — (n entier) autour de la direction définie par §.
n

Lorsque £ estnul, lesous-groupe G, est G entier. Les sous-grou-
pes fermés de G sontde dimension 3, 1 ou 0. Le seul sous-groupe fermé
~ de dimension 3 est G lui-méme. Les sous- groupes fermés de dimension 1,
tous isomorphes & S' , sont les sous-groupes des rotations autour d’une direc-
tion déterminée. Enfin les sous-groupes fermés de dimension 0 sont finis: ce
sont les sous-groupes des rotations laissant invariant un polyédre.

Soit p un homomorphisme d’un sous-groupe fermé G _ de G dans
le groupe symplectique Sp (H, Q,) d’un espace vectoriel symplectique
réel (H, Q,), de dimension 2b. Puisque G, est compact, on peut définir
sur H un produit scalaire euclidien invariant par 0 . On sait alors qu’il exi-
ste sur H une structure d’espace vectoriel complexe de dimension b , et
une structure” hermitienne, dont le produit euclidien et la forme symplectique
Q,, sont, respectivement, la partie réelle et la partie imaginaire. L'homo-
morphisme p est alors une représentation unitaire du groupe G dansun
espace vectoriel complexe de dimension A . On connait explicitement toutes
les représentations unitaires irréductibles du groupe G =S5O0 (3), et de ses
sous-groupes fermés.

Les considérations ci-dessus permettent d’énumérer toutes les familles
possibles d’éléments caractéristiques d’actions hamiltoniennes du groupe
SO (3), sur des variétés symplectiques, donc de classifier completement,
a une équivalence prés, les voisinages de toutes les orbites possibles de telles
actions.

4.2, L’espace des phases du mouvement d’un corps solide ayant un point fixe
(étudié par Arnold [2], [3]) est un exemple de variété symplectique sur la-
quelle agit le groupe G =S50 (3) par une action hamiltonienne: c’est tout
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simplement (T*G, d @), et l'action de G np’est autre que ®, . Cette
action étant transitive, le sous-groupe d’isotropie G, d’un point x de les-
pace des phases est toujours trivial.

Si x appartient 4 Iimage de la section nulle de T*G, £=], (x) est
nul. Le groupe G, n’est autre que G . La famille des éléments caractéristi-
ques de I'action <1> en x est (0, {€},{0},0); l'espace H est réduit
a un point. La Vanete symplectique (M, §, ) construite selon le procédé
exposé en 3.11 et 3.12 n’est autre que (T*G ‘dov) .

Si x np’appartient pas a I'image de la section nulle de T*G, £=J, (x)
est non nul. Le groupe GE’ de dimension 1, est isomorphe & S!, et les
fibres du fibré vectoriel F* défini en 3.9 sont de dimension 1. L’espace
vectoriel symplectique (H, 2,,) est de dimension 2, et ’homomorphisme
p est trivial (puisque G_ est trivial). La famille des éléments caractéristi-
ques de 'action ®, en x est (—0§ {e},(H 2,),0).

4.3. L’espace des phases du mouvement d’un point matériel dans un chanp
central, dérivant d’un potentiel, est un autre exemple de variété symplectique
sur laquelle agit le groupe G =SO (3), par une action hamiltonienne. Cet
espace n’est autre que E X E (produit de l'espace vectoriel euclidien E,
de dimension 3, par lui-méme), et la forme symplectique $2 dont il est
muni a pour expression;

QED), @ PN=%p ~%" 5.

On a convenu d’identifier E a sont dual au moyen de sa structure eu-
clidienne. Les produits figurant au second membre de I’expression ci-dessus
sont des produits scalaires. Pour considérer le cas le plus général possible on a
suppos¢ que le potentiel ne présentait pas de singularité a l’origine (dans le cas
contraire, il faudrait prendre pour espace des phases (E\{0})X E , au lieu de
EXE).

Moyennant le choix d’une orientation sur E et son identification avec
le dual de I’algebre de Lie so (3) , le moment de I’action hamiltonienne de
G sur I’espace des phases est ’application:

—

x, P~ E=P XX .

Le produit figurant au second membre est le produit vectoriel.
Si x et P nesont pas colinéaires, Gt , de dimension 1, est isomor-
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phe a St etle sous-groupe G(? ) (précédemment noté G ) est trivial.
L’espace vectoriel symplectique (H £2,,) est de dimension 2, et ’homomor-
phisme p est trivial. La famille des elements caractéristiques de l’action de
G sur l’espace des phases, au point (;,17), est (—0& {e},(H, £2,),0) .

Si X et P sont colinéaires, mais non tous deux nuls, G, est égal
a G, et Gz, de dimension 1, est isomorphe a S! . L’espace vectoriel
symplecthue H, SZH) est de dimension 2; on peut l'identifier & € , muni
de la structure symplectique £2,, partie imaginaire de sa structure hermi-
tienne usuelle. La représentation p de G‘& ) dans (H, ) est trivia-
le. La famille des éléments caractéristiques de I’action de G sur 1’espace
des phases au pomt (x,p), estdonc (0, S', (€, ) 0).

Si X et p sont tous deux nuls, G, et G ».p) sont tous deux
égaux a G . L’espace vectoriel symplectique (H, 2,), de dimension 6,
s'identifie & E XE , et la représentation p correspond simplement a
I'action de G sur ’espace des phases E X E ; on sait que c’est la somme
directe p; ® p; de deux représentations irréductibles de poids 1 (corre-
spondant, chacune, a l’action usuelle du groupe SO (3) sur l’espace vec-
toriel euclidien E , de dimension 3). La famille des éléments caractéristi-
ques de I'action de G sur I’espace des phases, au point (0,0), est donc
(0, SO (3), (E XE, Q), py ®py).
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