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Résumé

Apres un rappel des notions essentielles concernant les variétés de Poisson et de Jacobi,
on étudie les relations entre les variétés de Poisson homogenes et les variétés de Jacobi,
ou conformes de Jacobi. On met ensuite en évidence plusieurs types de sous-variétés
remarquables d’une variété de Jacobi, sur lesquelles existent des structures induites, qui
peuvent étre, selon les cas, des structures de Jacobi ou des structures de Poisson homogenes.
On donne des modeles locaux de variétés de Poisson homogenes et de variétés de Jacobi,
qui généralisent le théoreme de décomposition locale de Weinstein [21] pour les variétés de
Poisson. On introduit enfin la notion de structure transverse d’une feuille, et on montre
qu’elle a un caractere intrinseque.



The local structure of Jacobi manifolds

Summary

We first recall some basic definitions and facts about Poisson manifolds and Jacobi
manifolds. Then we investigate the very close relationships which link homogeneous Poisson
manifolds with Jacobi manifolds, or conformal Jacobi manifolds. In the next two sections,
we exhibit several types of distinguished submanifolds of a Jacobi manifold, on which there
exist induced structures, which may be either Jacobi manifold structures, or homogeneous
Poisson manifold structures. We give local models of homogeneous Poisson manifolds and
Jacobi manifolds which generalize Weinstein’s local splitting theorem for Poisson manifolds
[21]. Finally, we introduce the notion of the transverse structure of a leaf, and we show
that it is intrinsically defined.
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Introduction

Les variétés de Jacobi, introduites par un des auteurs (A. L.) [10], généralisent & la fois
les variétés de Poisson, les variétés symplectiques et les variétés de contact. Leur structure
locale, remarquablement riche, mérite d’étre étudiée. Cette étude conduit a replacer dans
un cadre plus large les travaux relatifs aux variétés symplectiques, de contact ou de Poisson,
et éclaire d’un jour nouveau les résultats qui les concernent.

Le paragraphe 1 indique quelques notations et donne quelques rappels concernant les
variétés de Poisson, les variétés de Jacobi et les variétés conformes de Jacobi.

Dans le paragraphe 2, on introduit la notion de variété de Poisson homogene, et on
explicite les liens tres étroits qui 'unissent a la notion de variété de Jacobi, ou de variété
conforme de Jacobi. Ces liens apparaissent clairement en particulier lors de 1’étude des
structures induites sur certaines sous-variétés de codimension 1 d’une variété de Poisson
homogene ou d’une variété de Jacobi.

Le paragraphe 3 décrit deux types de sous-variétés remarquables d’une variété de Jacobi,
sur lesquelles existe une structure de Jacobi induite. Le premier type (3.6) est assez
exceptionnel. Par contre, le second type (3.9), qui généralise la notion de sous-variété de
Poisson d’une variété de Poisson introduite par Weinstein [21], est défini par des conditions
ouvertes: si ces conditions sont vérifiées en un point d’une sous-variété, elles sont vérifiées
aussi sur tout un voisinage de ce point. Il existe donc de nombreux exemples de sous-variétés
de ce type. Notamment, une sous-variété transverse, en un point, a une feuille de dimension
paire du feuilletage caractéristique, et de dimension égale a la codimension de cette feuille,
est de ce type au voisinage du point considéré. On verra plus loin que le germe en ce point
de la structure de Jacobi induite, ou plutot sa classe d’équivalence conforme, a un caractere
intrinseque, et ne dépend que de la feuille considérée; c’est la structure transverse de cette
feuille.

Dans le paragraphe 4, on considére un autre type de sous-variétés remarquables d’une
variété de Jacobi, sur lesquelles existe une structure de Poisson homogene induite. Ce
type de sous-variétés est, comme le précédent, défini par des conditions ouvertes. Une
sous-variété transverse, en un point, a une feuille de dimension impaire du feuilletage
caractéristique, et de dimension égale a la codimension de cette feuille, est de ce type au
voisinage du point considéré. On verra plus loin que le germe en ce point de la structure de
Poisson homogene induite, ou plutot sa classe d’équivalence pour une relation d’équivalence
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entre variétés de Poisson homogenes définie au paragraphe 2, a un caractere intrinseque, et
ne dépend que de la feuille considérée; c’est la structure transverse de cette feuille.

Le paragraphe 5 donne des modeles locaux, au voisinage d’un point, de variétés de
Poisson et de variétés de Jacobi. Ces modeles peuvent apparaitre comme généralisant le
théoreme de décomposition locale de Weinstein pour les variétés de Poisson.

Enfin le paragraphe 6 introduit la notion de structure transverse d’une feuille (évoquée
plus haut), tant pour les variétés de Poisson homogenes que pour les variétés de Jacobi,
et montre qu’elle a un caractere intrinseque. Ces résultats précisent les modeles locaux du
paragraphe 5, et montrent que le germe de structure de Jacobi en un point o d’une variété
de Jacobi est entierement déterminé par la donnée du rang de la structure en x( et de la
structure transverse de la feuille passant par ce point.

1. Notations et rappels concernant les variétés de Jacobi

1.1. Conventions générales et notations.

Dans tout cet article les variétés considérées sont différentiables de classe C'°°, para-
compactes. Les applications, formes, champs de vecteurs ou de tenseurs considérés sont
différentiables de classe C°.

Une variété M étant donnée, on désigne par TM et T* M, respectivement, ses fibrés
tangent et cotangent. Pour tout entier p € N, on note AP TM et AP T*M les fibrés des
p-tenseurs et des p-formes sur M, c’est-a-dire les puissances extérieures d’ordre p de TM et
de T* M, respectivement. Par convention, pour p = 0, /\0 TM et /\0 T* M coincident avec le
fibré trivial M x R, et pour p < 0, A’ TM et A\” T*M sont le fibré nul de base M. On note
C>(M,R) lespace des fonctions différentiables réelles sur M. Les espaces des sections
différentiables de TM, T*M, NP TM et A\’ T*M sont notés, respectivement, I'(TM),
L(T*M), T(A’ TM) et T'(\N? T*M).

Soient X e (AP TM) et Y e T(AYTM), avec p et ¢ € N. On note [X, Y] leur crochet de
Schouten [17]. Cest un élément de D(APT?~" T M), dont le lecteur trouvera une définition
axiomatique en [15]. Pour p = 1, [X, Y] n’est autre que la dérivée de Lie de Y selon le
champ de vecteurs X, également notée L(X)Y. Pour p = ¢ =1, [X, Y] est le crochet usuel
des champs de vecteurs X et Y.

Soient My et M5 deux variétés. Lorsqu’on considerera le produit M; x Ms, toute forme
différentielle w; sur le facteur M; (i = 1 ou 2) sera tacitement identifiée & son image
réciproque 7;w; par la projection canonique m; : My x My — M;. De méme, tout champ de
vecteurs X; (resp., tout champ de tenseurs A;) sur la variété M; sera tacitement identifié au
champ de vecteurs (resp., au champ de tenseurs) sur la variété produit M; x M,, projetable
sur chacun des facteurs par les projections canoniques w1 et w9, dont la projection sur le
facteur M; est X; (resp., A;) et dont la projection sur autre facteur est nulle.

Soit f : M7 — M5 une application différentiable d’une variété M, dans une autre variété
M> Pour tout point x de My, on note T f : T, My — T,y M> I'application linéaire tangente
enzaf,et fr: T}“(m)M2 — T M, sa transposée. Les prolongements de T, f (resp., de f)
aux puissances tensorielles ou extérieures de T, M; (resp., de T;(m)Mz) seront également
notés Ty f1 (resp., fx). Pour toute forme différentielle n sur Mz, on note f*n la forme



différentielle sur M; image réciproque de n par f. Si f est une submersion surjective et si
X est un champ de vecteurs sur My projetable par f (resp., si  est une forme différentielle
sur My projetable par f), on note f, X (resp., f¢) le champ de vecteurs (resp., la forme
différentielle) sur M, image directe de X (resp., de () par f. Ces notations seront utilisées
en particulier dans le cas ou f est un difféomorphisme, tous les champs de vecteurs et toutes
les formes différentielles sur My étant alors projetables.

1.2. Variétés de Poisson et de Jacobi.

Sur une variété différentiable M, on considere un 2-tenseur A € I'(A* TM) et un champ
de vecteurs E € I'(T'M). Pour tout couple (f, g) de fonctions différentiables sur M, on pose

{f, 9} =i(A)(df Ndg) + fi(E)dg — gi(E)df . (1)

Cette formule définit sur C°° (M, R) une loi de composition bilinéaire et antisymétrique.
On montre [10] que cette loi vérifie Pidentité de Jacobi

{Fdg. n}} +{g.An f}} +{h{f.9}} =0, f, 9. he C*(M,R), (2)

si et seulement si A et E vérifient les deux identités:
[A,A]| =2E ANA; [E,A]=0. (3)

Lorsque c’est le cas, on dit que A et E définissent sur M une structure de Jacobi, et que
(M, A, E) est une variété de Jacobi. La loi de composition définie par (1) est alors appelée
crochet de Jacobi. L’espace C°°(M,R), muni de cette loi de composition, est une algébre
de Lie locale au sens de Kirillov [6].

Réciproquement, on montre ([6], [3]) qu'une structure d’algebre de Lie locale sur I’espace
C>°(M,R) des fonctions différentiables sur une variété M détermine sur cette variété une
structure de Jacobi.

Le champ de vecteurs E est identiquement nul si et seulement si la loi de composition (1)
est une dérivation en chacun de ses arguments (pour la structure d’algebre associative définie
sur C*°(M,R) par le produit ordinaire). Les identités (3) se réduisent alors a

[A,A]=0. (4)

Lorsque cette identité est satisfaite, on dit que A définit sur M une structure de Poisson,
et que (M, A) est une variété de Poisson (voir [9] et [10] pour une étude détaillée de cette
notion). La loi de composition (1), qui devient, puisque E = 0,

{f, 9} = i(A)(df Adyg),

est appelée crochet de Poisson.

1.3. Champs de vecteurs hamiltoniens.

Soit (M, A, E) une variété de Jacobi. Le 2-tenseur A définit un morphisme de fibrés
vectoriels A¥ : T*M — TM donné par la formule, dans laquelle o et 5 désignent deux
éléments d’une méme fibre de T* M,

(A (a), ) = i(A) (@ B).
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A toute fonction différentiable f définie sur M, on associe le champ de vecteurs o(f),
donné par l'expression

®(f) = ANdf) + fFE =[A, f]+ fE,

et appelé champ de vecteurs hamiltonien associé a f. On remarque qu’en particulier
(1) =F.

On montre [10], [12], que l'application f +— ®(f) est un homomorphisme de I’algébre de
Lie C*°(M,R) (avec pour loi de composition le crochet de Jacobi) dans ’algebre de Lie
['(TM) (avec pour loi de composition le crochet usuel). On a la formule

{f,9} =1i(®(f))dg — (i(E)df)g. (5)

1.4. Structures conformes de Jacobi.

Soit a une fonction différentiable définie sur M, ne s’annulant en aucun point. Pour tout
couple (f,g) de fonctions différentiables sur M, on pose

(4,9} = -{af, ag}. )

On sait [10] que cette nouvelle loi de composition est le crochet de Jacobi pour une autre
structure de Jacobi sur M dite a-conforme a celle initialement donnée. On dit aussi que
ces deux structures de Jacobi sont conformément équivalentes. Le tenseur A% et le champ
de vecteurs E* correspondant a la nouvelle structure de Jacobi sont donnés par

A® =aA; E* = ®(a) = [A,a]+ aFE. (7)

Pour toute fonction différentiable f sur M, le champ de vecteurs hamiltonien ®*( f) associé
a f pour la nouvelle structure de Jacobi n’est autre que

*(f) = ®(af).

Sur une variété, la classe d’équivalence formée par toutes les structures de Jacobi
conformément équivalentes a une structure de Jacobi donnée est appelée structure conforme
de Jacobi.

On peut donner une définition plus générale de la notion de structure conforme de Jacobi;
on décrit ci-dessous deux manieres de le faire, et on montre que, pour I’essentiel, elles sont
équivalentes.

1. Soit (U;), i € I, ensemble d’indices, un recouvrement ouvert d’une variété M. On
suppose chaque U; muni d’une structure de Jacobi telle que pour tout couple (4,75) € I2,
les structures de Jacobi induites sur U; N U; par celles de U; et de U; soient conformément
équivalentes. On dit alors que ces données définissent sur M une structure conforme
de Jacobi. Soit (Vi), k € K, autre ensemble d’indices, un autre recouvrement ouvert
de M, chaque ouvert Vi étant muni d’une structure de Jacobi telle que pour tout couple
(k,1) € K2, les structures de Jacobi induites sur Vi NV} par celles de Vj, et de V; soient
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conformément équivalentes. Par convention, ces nouvelles données définissent sur M la
méme structure conforme de Jacobi que les précédentes si et seulement si pour tout couple
(i,k) € I x K, les structures de Jacobi induites sur U; NV}, par celles de U; et de V, sont
conformément équivalentes. La variété M ainsi munie d’une structure conforme de Jacobi,
est appelée variété conforme de Jacobi. On remarquera qu’il peut n’exister sur M aucune
structure de Jacobi globalement définie dont la classe d’équivalence conforme corresponde
a une telle structure conforme de Jacobi.

2. Soit (E,m, M) un fibré en droites (c’est-a-dire un fibré vectoriel de rang 1) de base M.
On munit I'espace des sections différentiables locales de ce fibré d’une loi de composition,
notée (o,7) — [0, 7], vérifiant les propriétés énoncées ci-dessous; on a noté o, 7 et x des
sections différentiables locales de (E,m, M), définies respectivement sur les ouverts U, V
et W de M:

(i) [o, 7] est une section différentiable de (E, 7, M) définie sur ouvert U NV de M; si
Uy et Vi sont deux ouverts de M vérifiant Uy C U, V; C V, on a

[U|U15T|V1] = [Ua T]|U1ﬂV1 ;

(ii) le support de [0, 7] est contenu dans l'intersection des supports de o et de 7;
(iii) on a l'identité de Jacobi

[0, [7,X]] + [, [x, 01] + [x, [0, 7]] = 0.

On dit alors que la loi de composition considérée définit sur ’espace des sections
différentiables de (E,m, M) une structure de faisceau d’algébres de Lie locales, au sens
de Kirillov [6].

Ces données définissent sur M une structure conforme de Jacobi, au sens ol on a défini
cette notion ci-dessus. Pour le voir, il suffit en effet de considérer un recouvrement ouvert
(U;), i € 1,de M, tel que sur chaque ouvert U; il existe une section différentiable o; : U; — E
de (E, 7, M), ne s’annulant en aucun point. En remarquant que I'application f — fo; est
un isomorphisme de ’espace des fonctions différentiables sur U; sur ’espace des sections
différentiables de (F,m, M) au dessus de U;, on peut utiliser la loi de composition des
sections locales de (E, m, M) pour définir une structure de Jacobi sur U;. On vérifie aisément
que pour tout couple (z,5) € I?, les structures de Jacobi induites sur U; N U; par celles
de U; et de Ujsont conformément équivalentes; les structures de Jacobi obtenues sur les
ouverts U; définissent donc une structure conforme de Jacobi sur M. On vérifie enfin que
cette structure conforme de Jacobi ne dépend pas du choix du recouvrement ouvert (U;),
1 € I, ni de celui des sections ;.

3. Revenons aux hypotheses et notations de 1. Pour tout ¢ € I, on note (f,g) — {f,9}:
le crochet de Jacobi sur Uouvert U; de M, et pour tout couple (z,5) € I?, on not a;; la
fonction différentiable définie sur U; N U}, ne s’annulant en aucun point, telle que 'on ait,
pour tout couple (f,g) de fonctions différentiables sur U; N Uj,

1
{fig9}i= a—z’j {aijf, aijg}j .
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On a alors, pour tout triplet (4,7, k) € I® et tout couple (f,g) de fonctions différentiables
définies sur U; NU; N Uy,

1
a—k{aikf; aikg i = {aijajrf, aijajrg i,
1

Wik

1 .

ou encore, en posant a;jr; = a;;ajx(aik) et en remplacant f et g, respectivement, par
1 1

(ak) [ et (air) g,

{fighe = ai{aijkfa @ijkg th -

17k

Par suite, le champ de vecteurs Ey et le 2-tenseur Ag qui définissent la structure de Jacobi
de Uy, vérifient sur U; NU; N Uy,

Ak = aijkAg; Ey = aijk Ex + [Ak, agjk] -

Soit 2 ’ensemble des points de M ou le rang de la structure conforme de Jacobi de
cette variété, c’est-a-dire la dimension de la feuille passant par ce point (la définition de la
notion de feuille est rappelée en 1.5) est non nul. On suppose l'ouvert  dense dans M.
Alors I'ensemble des points de U; N U; N Uy ou Ay et Ej ne sont pas simultanément nuls
est dense dans U; NU; NUy. La premiere égalité ci-dessus montre alors qu’en tout point de
U; NU; N Uy ou le rang de la structure est pair et non nul, a;;; est égal a 1. En tout point
de U; NU; NUy ou ce rang est impair, la valeur de Ey n’appartient pas a I'image de A',i, et
la seconde égalité ci-dessus montre que a;j;; est égal a 1. Par densité, on conclut que a;ji
est égal a 1 sur U; N U; N U.

Les fonctions a;; définies, pour tout couple (i,7) € I?, sur louvert U; N U; de M,
déterminent un 1-cocycle a valeurs dans R*; ce sont donc les fonctions de transition, pour
les changements de trivialisations locales, d’un fibré en droites (F,m, M) de base M. La
construction inverse de celle décrite a la fin du paragraphe 2 ci-dessus permet de définir, sur
I’espace des sections locales de ce fibré, une structure de faisceau d’algebres de Lie locales.
On vérifie que ce fibré en droites et cette structure ne dépendent, a un isomorphisme pres,
que de la structure conforme de Jacobi de M.

1.5. Feuilletage de Stefan d’une variété de Jacobi.

Les quelques notions rappelées ci-dessous s’introduisent naturellement lors de 1’étude des
variétés de Jacobi (voir [2] pour plus de détails).

Une distribution D sur une variété M est la donnée, pour tout point € M, d’un sous-
espace vectoriel D, de I’espace vectoriel tangent T, M. La distribution D est dite de classe
C au sens de Sussmann [19] si pour tout point a de M, il existe une famille finie (X;),
1 <i < n(a), de champs de vecteurs de classe C°° définis sur un voisinage U, de a, telle
que pour tout z € U,, les X;(z) soient éléments de D,, et que D, soit engendré par les
vecteurs X;(a), 1 <i < n(a) (Pentier n(a) pouvant dépendre du point considéré a).

Une wvariété intégrale de la distribution D de classe C'°°, sur la variété M, est une sous-
variété (éventuellement immergée) connexe N de M telle que, pour tout z € N on ait
T.N = D,. La variété intégrale N est dite maximale si toute variété intégrale de D qui la
contient lui est égale.
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Sussmann [19] a établi le résultat suivant (théoréme de Frobenius-Sussmann). Soit D une
distribution de classe C'°° sur la variété M. Les trois conditions suivantes sont équivalentes:

i) par tout point de M passe une variété intégrale de D;
g
ii) par tout point de M passe une variété intégrale maximale de D;
g

(iii) il existe une sous-algebre de Lie G de l'algebre de Lie des champs de vecteurs de classe
C sur M telle que

a) pour tout point z € M, D, est égal & 'ensemble G(z) des valeurs en z des champs de
vecteurs éléments de G,

b) pour tout X € G, de flot @, tout ¥ € G et tout ¢t € R, (P;).Y est un champ local
de G, i.e., une section locale de G.

Lorsque ces conditions équivalentes sont satisfaites, on dit que la distribution D est
complétement intégrable. Par chaque point de M passe alors une variété intégrale maximale
unique de D, et ’ensemble de ces variétés intégrales maximales constitue un feuilletage de
Stefan [18] (appelé feuilletage a singularités dans [2]) de la variété M. Les variétés intégrales
de D sont faiblement plongées dans M au sens de J. Pradines [16] et sont les feuilles du
feuilletage. Pour tout point xy de M, ’ensemble des points de M G-accessibles a partir
de zg, c’est-a-dire qui peuvent étre joints a o par un chemin continu formé d’un nombre
fini d’arcs de trajectoires de champs de vecteurs éléments de G, n’est autre que la feuille
passant par xg.

Revenons a 1’étude d’une variété de Jacobi (M, A, E). On appelle champ caractéristique,
ou distribution caractéristique, de cette variété la distribution C' dont la fibre, en chaque
point x de M, est le sous-espace vectoriel C, de T, M engendré par A¥(T*M) et par E(x).
On montre aisément [6], [3], [2], que C satisfait les conditions du théoréme de Frobenius-
Sussmann, 'algebre de Lie G étant, dans le cas présent, I’ensemble des champs de vecteurs
hamiltoniens sur M. Les feuilles du feuilletage de Stefan défini par C' sont appelées feuilles
de la structure de Jacobi de M. Chacune de ces feuilles est munie d’'une structure de
Jacobi transitive (c’est-a-dire dont le champ caractéristique est égal au fibré tangent), telle
que linjection canonique de cette feuille dans M soit un morphisme de Jacobi (au sens
rappelé ci-apres). Les feuilles de dimension impaire sont des variétés Pfaffiennes (variétés
munies d’une 1-forme de contact), et celles de dimension paire des variétés localement
conformément symplectiques.

Le champ caractéristique d’une variété de Jacobi reste inchangé lorqu’on remplace sa
structure de Jacobi par une autre appartenant a la méme classe d’équivalence conforme.
Les notions de champ caractéristique et de feuille gardent donc un sens pour les variétés
conformes de Jacobi.

1.6. Morphismes de Jacobi et morphismes conformes de Jacobi.
Soient (Mi, A1, E1) et (Ma, As, E3) deux variétés de Jacobi, et ¢ : M; — M, une
application différentiable.

On dit que ¢ est un morphisme de Jacobi si pour tout couple (f,g) de fonctions
différentiables sur My,

e f,0* g, = ™ f, 9}, -

On montre que ¢ est un morphisme de Jacobi si et seulement si, pour toute fonction
différentiable f sur My, le champ de vecteurs hamiltonien ®(¢* f) sur M; est projetable
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par @ sur My et a pour projection le champ de vecteurs hamiltonien ®(f); ou encore, si et
seulement si A; et F; sont projetables par ¢ sur M et ont pour projections, respectivement,
Ag et Eg.

On dit que ¢ est un morphisme conforme de Jacobi §’il existe une fonction différentiable
a sur My, ne s’annulant en aucun point, telle que ¢ soit un morphisme de Jacobi lorsqu’on
munit M7 de la structure de Jacobi a-conforme a celle donnée, et My de la structure de
Jacobi donnée.

Plus généralement, lorsque M; et My sont munies de structures conformes de Jacobi
pas nécessairement associées a des structures de Jacobi globalement définies, on dit que ¢
est un morphisme conforme de Jacobi si pour tout point ;1 de My, il existe une structure
de Jacobi définie sur un voisinage ouvert U; de x; dans M; compatible avec la structure
conforme de Jacobi de My, et une structure de Jacobi définie sur un voisinage ouvert Us
de z2 = p(z1) dans My compatible avec la structure conforme de Jacobi de Ms, telles que
la restriction de ¢ a U; soit un morphisme de Jacobi de U; dans Us.

La projection par un morphisme de Jacobi (ou un morphisme conforme de Jacobi)
surjectif ¢ du champ caractéristique de M7 contient le champ caractéristique de My, cette
inclusion pouvant étre stricte.

2. Variétés de Poisson homogenes et variétés conformes de Jacobi

On introduit ci-dessous (définition 2.1) la notion de variété de Poisson homogene et on
montre qu’elle est en relation étroite avec celle de variété de Jacobi: d’une part (proposi-
tions 2.3 et 2.7) une sous-variété de codimension 1 d’une variété de Poisson homogeéne trans-
verse au champ d’homothéties possede une structure de Jacobi induite, et toute variété de
Jacobi peut étre obtenue de cette manieére; d’autre part (proposition 2.9 et remarque 2.10)
une sous-variété de codimension 1 d’une variété de Jacobi (M, A, E) transverse au champ de
vecteurs F possede une structure de Poisson homogene induite, et toute variété de Poisson
homogene peut étre obtenue de cette maniére. On peut aussi étudier certains quotients
de variétés de Poisson homogenes ou de variétés de Jacobi (propositions 2.5 et 2.17); les
structures ainsi obtenues sont d’une part des structures conformes de Jacobi, d’autre part
des structures de Poisson localement homogenes (définition 2.15).

Certains résultats présentés dans ce paragraphe (2.3 & 2.7, 2.9 a 2.11) sont dis pour
Pessentiel & I'un des auteurs (A. L.) [10] et & A. M. Justino [4], [5]. Ils sont présentés ici d’une
maniere plus complete, adaptée aux applications qui en seront faites plus loin (paragraphes 4
et 5), et quelques développements nouveaux en sont tirés: complete intégrabilité d’une
certaine sous-distribution de la distribution caractéristique d’une variété de Jacobi et role
du feuilletage de Stefan qu’elle définit (2.14), complete intégrabilité de la distribution
caractéristique étendue d’une variété de Poisson homogene (2.16).

2.1. Définition.

On appelle variété de Poisson homogéne et on note (P, Ap,Z), une variété de Poisson
(P, Ap) munie d’'un champ de vecteurs Z, appelé champ d’homothéties, qui vérifie

Z,Ap] = L(Z)Ap = —Ap.
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2.2. Lemme.

Soit (P,Ap, Z) une variété de Poisson homogéne.

1. Pour toute fonction différentiable f définie sur P (ou sur un ouvert de P), le champ
de vecteurs hamiltonien Agg (df) vérifie

[2,05(d)] = =[Ap, £ - £(2)f] = =M (a(f - £(2)f))
En particulier, si f est homogéne de degré 1 relativement a Z, c’est-a-dire si

L2)f =T,

on a

[Z,A%(df)] =0.

2. Si f et g sont deux fonctions définies sur deur ouverts de P d’intersection non vide,
homogénes de degré 1 relativement a Z, leur crochet de Poisson {f,g} est homogéne de
degré 1 relativement a 7.

Démonstration. D’apres l'identité de Jacobi vérifiée par le crochet de Schouten [17],
on peut écrire

12, A% (df)] = [Z,[Ap, £]]
= [[Z’APL.ﬂ + [AP’[Z’fH

= AL (d(f - £(2)1))

La premiere partie du lemme en résulte. La seconde partie s’en déduit en calculant la
dérivée de Lie L(Z){f,g}. O

La premiere partie de ce lemme sera utilisée dans la partie 4. La seconde permet d’établir
la proposition suivante, qui met en évidence un lien entre les notions de variété de Poisson
homogene et de variété de Jacobi.

2.3. Proposition.

Soit (P, Ap, Z) une variété de Poisson homogeéne, et N une sous-variété de codimension 1
de P transverse au champ d’homothéties Z. Il exriste sur N une structure de Jacobi,
caractérisée par l'une quelconque des propriétés suivantes.

(i) Pour tout couple (F,G) de fonctions définies sur un ouvert W de P homogénes de
degré 1 relativement a Z, le crochet de Jacobi des restrictions de F et deG a NNW
est la restriction & N N W du crochet de Poisson {F,G}p.

(ii) Soit m: U — N la projection sur N d’un voisinage tubulaire U de N dans P tel que
pour tout x € N, m~1(z) soit un arc connexe de courbe intégrale de Z. Soit a la
fonction définie sur U, égale a 1 sur N, homogéne de degré 1 relativement a Z. La
projection 7 est un morphisme a-conforme de Jacobs.

Cette structure de Jacobi sur N est dite induite par la structure de Poisson homogéne
de P.
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Démonstration. A toute fonction f € C*®(N,R), on associe la fonction F' = arn*f,
définie sur le voisinage tubulaire U de N dans P. L’application f +— F ainsi définie est un
isomorphisme de C° (N, R) sur le sous-espace vectoriel de C°° (U, R) formé par les fonctions
homogenes de degré 1 relativement a Z. D’apres le lemme 2.2, le crochet de Poisson définit
sur ce dernier une structure d’algébre de Lie. Gréace & l'isomorphisme inverse (qui n’est
autre que F — F| ~)» on obtient une structure d’algébre de Lie sur C°°(NV, R) dont la loi
de composition a pour expression

{f,9tn = ({an™ f,am*g}p) N fetgeCP(N,R).

On peut écrire aussi, puisque {a7*f, an*g} est homogene de degré 1 relativement a Z,

m™{f,9}n = %{aﬂ'*f, art*g}p, fetge C®(N,R).

On a donc a la fois prouvé I'existence de la structure de Jacobi sur N, et prouvé qu’elle
était caractérisée par I'une ou l'autre des propriétés (i) et (ii). [

2.4. Proposition.

Soit (P,Ap,Z) une variété de Poisson homogéne, N1 et Ny deux sous-variétés de
codimension 1 de P transverses au champ d’homothéties Z. On suppose qu’il existe une
courbe intégrale de Z rencontrant N1 en un point x1 et Ny en un point xo. On munit Ny et
N des structures de Jacobi induites, au sens de 2.3, par la structure de Poisson homogéne
de P. Alors il existe un difféomorphisme conforme de Jacobi d’un voisinage de x1 dans Nq
sur un voisinage de ro dans Na, appliquant x1 sur xs.

Démonstration. En utilisant les propriétés du flot ¢ de Z, on voit qu’il existe un
ouvert U de P qui s’identifie au produit V; x I d’un voisinage ouvert V; de z; dans N; et
d’un intervalle ouvert I de R, qui satisfait les propriétés suivantes:

(i) le champ Z s’identifie au champ dont les projections sur V; et sur I sont, respective-
ment, le champ nul et le champ égal a 1;
(ii) il exist to € I tel que @y, (z1) = x2.

Le théoréeme des fonctions implicites montre qu’en restreignant éventuellement Vi, on
peut supposer qu’il existe une fonction h : Vi — R, vérifiant h(z,) = to, telle que
I'application z +— ¥(x) = @h(z)(x) soit un difféomorphisme de V1 sur un voisinage ouvert
Va de 29 dans Na, vérifiant ¢(z1) = zs.

Soit w1 : U — Vi la premiere projection, et a; : U — R la fonction égale & 1 sur Vj et
homogene de degré 1 relativement a Z. Elle a pour expression

ay(z,t) = exp(t), (xz,t) e Vi x I.

D’apres 2.3, w1 : U — V7 est un morphisme ai-conforme de Jacobi.

La projection de U sur V5 parallelement aux courbes intégrales de Z n’est autre que
w9 = oy, et la fonction ay : U — R égale a 1 sur V5 et homogene de degré 1 relativement
a Z a pour expression

az(z,t) = exp(t — h(z)) , (xz,t) € Vi x 1.
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Toujours d’apres 2.3, w9 : U — V5 est un morphisme as-conforme de Jacobi. Un calcul
simple montre alors que pour tout couple (f3,g2) de fonctions définies sur Va2, on a

m (" f2s 92h) = i (exp (k) {exp(—h)w* fa, exp(—h)i*ga} y, ) -

Mais 7y étant une submersion, ceci prouve que 9 est un difféomorphisme exp(—h)-conforme
de Jacobi. [

2.5. Corollaire.

Soit (P,Ap,Z) une variété de Poisson homogéne dont le champ d’homothéties Z ne
s’annule en aucun point. On suppose que l’ensemble () des trajectoires de Z posséde une
structure de wvariété telle que la projection canonique m : P — @Q soit une submersion.
Il existe sur QQ une structure conforme de Jacobi unique telle que ™ soit un morphisme
conforme de Jacobi.

Démonstration. Tout point de () possede un voisinage ouvert V qui s’identifie, grace a
une section locale s : V' — P de m, a une sous-variété de codimension 1 de P transverse au
champ Z. Il suffit alors d’utiliser les propositions 2.3 et 2.4. [

2.6. Remarques.

1. Les hypotheses étant celles de 2.3, cette proposition donne un moyen pratique pour
déterminer le champ de tenseurs Ay et le champ de vecteurs E définissant la structure
de Jacobi induite sur N. On détermine d’abord la fonction a égale & 1 sur N et homogene
de degré 1 relativement a Z. On calcule ensuite le tenseur A® et le champ de vecteurs E¢
définissant sur un voisinage ouvert U de N dans P la structure de Jacobi a-conforme a sa
structure de Poisson. On sait alors que la projection de U sur N parallelement aux courbes
intégrales de Z est un morphisme de Jacobi de (U, A% E®) sur (N, Ay, Ex); donc Ay et
FEn sont les projections de A% et de K.

On voit ainsi que les feuilles de la structure de Jacobi de N sont (au moins localement)
les projections sur N, parallelement aux courbes intégrales de Z, des feuilles de la structure
de Poisson de P. En remarquant que celles-ci sont toutes de dimension paire, on peut
énoncer les résultats suivants.

(i) Une feuille de N est de dimension paire si et seulement si le champ de vecteurs Z
n’est pas tangent a la feuille correspondante de P; lorsque c’est le cas, la restriction &
cette feuille de P de la projection parallelement aux courbes intégrales de Z est un
difféomorphisme local de cette feuille de P sur la feuille correspondante de V.

(ii) Une feuille de N est de dimension impaire si et seulement si le champ de vecteurs Z est
tangent a la feuille correspondante de P; dans ce cas, la dimension de cette derniere
est supérieure d’une unité a celle de la feuille considérée de N.

2. Soit (P,Ap,Z) une variété de Poisson homogene, 2y un point de P ol Z est non
nul, et N une sous-variété de P, de codimension 1, passant par x et transverse en ce point
a Z. En restreignant éventuellement N, on peut supposer qu’il existe un voisinage ouvert
U de zy dans P qui s’identifie au produit I X N d’un intervalle ouvert I de R contenant 0
et de la sous-variété N, cette sous-variété s’identifiant a {0} x N, le champ de vecteurs Z
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restreint a U s’identifiant au champ dont la projection sur I est le champ constant égal a
1 et dont la projection sur N est nulle. On note (N, Ay, En) la structure de Jacobi de N
donnée par la proposition 2.3, t la coordonnée canonique sur I et h la fonction définie sur
U par

h(t,z) = exp(t), tel, xz€N.

On vérifie aisément que Ap a pour expression, sur le voisinage U de zy,
1
Ap = E(AN+Z/\EN)-

La proposition suivante montre que réciproquement, la formule ci-dessus permet de
construire une variété de Poisson homogene a partir d’une variété de Jacobi.

2.7. Proposition.
Soit (M, A, E) une variété de Jacobi. On pose

P=Rx M.
On note t la coordonnée canonique sur le facteur R, et Z le champ de vecteurs sur P dont
la projection sur R est 1 et dont la projection sur M est nulle. Soit h : P — R la fonction
homogéne de degré 1 relativement a Z définie par

h(t,z) = exp(t), (t,zxye P=R x M.

On définit sur P un tenseur Ap en posant

1

1. (P,Ap,Z) est une variété de Poisson homogéne.
2. La projection canonique w: P — M est un morphisme h-conforme de Jacobi.

3. La structure de Jacobi induite sur M, identifiée d la sous-variété {0} x M de P,
par la structure de Poisson homogene de P, au sens de 2.3, est la structure initialement
donnée.

La démonstration de cette proposition ne présente aucune difficulté.
Le lemme qui suit sera utilisé dans la partie 5.

2.8. Lemme.
Soient (Py, A1, 7Z71) et (P2, Ao, Z3) deux variétés de Poisson homogeénes.

1. Le produit P, X Py, muni du tenseur de Poisson Ay + Ay et du champ d’homothéties
71 + Z3y, est une variété de Poisson homogéne.
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2. Soit Ny une sous-variété de codimension 1 de Py transverse au champ Zs. On note
An, et En, le champ de tenseurs et le champ de vecteurs qui définissent sur Ny la structure
de Jacobi induite par la structure de Poisson homogéne de Py, au sens de 2.3. Alors Py X No
est une sous-variété de codimension 1 de Py X Py transverse au champ Z1, + Z5; le champ
de vecteurs et le champ de tenseurs qui définissent sa structure de Jacobi induite par la
structure de Poisson homogéne de Py X Py sont donnés par les formules

EP1><N2 :EN2; AP1XN2 :A1+AN2 _Zl/\ENQ'

Démonstration. Prouvons la partie 2, car la partie 1 est évidente. La sous-variété
P; x Ny est de codimension 1 dans P; X Py car Ny est de codimension 1 dans Ps; elle est
transverse a Z; + Z3 car Ny est transverse a Zs On va déterminer Ey, et A, , puis Ep N,
et Ap, xn,, en utilisant la méthode esquissée en 2.6.

Soit a une fonction définie sur un voisinage tubulaire Us de Ny dans Ps, égale a 1 sur
N3 et homogene de degré 1 relativement a Zs:

L(Z3)a=a.

On note 7y : Uy — N3 la projection parallelement aux courbes intégrales de Z3. On pose
X2 = T'n,m2; c’est un morphisme de projection du fibré vectoriel Ty, P, sur son sous-fibré
TNy. Soit txs : T*Ny — Ty, P> le morphisme transposé. Pour tout vecteur Y, tangent a
P, en un point de N5, on a

X2(Ya) = Ys — (i(Va)da) Zs

et pour toute 1-forme 7, en un point o de Na, tx2(n2) est la 1-forme qui prolonge 72 &
T, P> et qui est nulle sur le sous-espace vectoriel de dimension 1 engendré par Zs(z3). On
a

En, = x2 0 (aAb(da)) |, = Ab(da)|, ,

car (da) | N, étant une section de I'annulateur de T'N,, son image par Ag est tangente a Na,
et car a est égale a 1 sur Ny. De méme,

Asz :XZOAg‘Nz olys.

On considére maintenant la fonction a (initialement définie sur un voisinage Us de No
dans P») comme définie sur le voisinage P; x Uz de P; X Ny dans P; X P,, en lui imposant
d’étre constante sur chaque section de la forme P; x {z5}, avec xo € Us. La fonction a ainsi
prolongée est égale a 1 sur P; x Ny et vérifie

L(Zl)a =0, ,C(Z1 + ZQ)a = E(Zg)a =a.

Elle est donc homogene de degré 1 relativement a Z; + Zs.

Soit w: Py x Uy — P; X N3 la projection parallelement aux courbes intégrales de Z; + Zs.
On pose x = Tp, xn, 7 Ce morphisme de projection de Tp, x N, (P1 X P) sur son sous-fibré
T (P, x N3) a pour expression

x(Y) =Y; — (i(Ya)da) Z1 + Vs — (i(Y2)da) Z2,
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ouY =Y; + Y5 est un vecteur tangent a P; X P, en un point de P; X Ny, Y; et Y, étant
ses composantes sur P, et P,. De méme, le morphisme transposé ty : T*(P; x Ny) —
T3, «n,(P1 x P2) a pour expression

"x(n) =m + "x2(n2) — (i(Zl)m)da

ol 7 = N1 + N2 est une 1-forme sur P; x Na, n; et 73 ses composantes, respectivement sur
P; et sur Ns.

Comme ci-dessus lors du calcul de Ey;,, on trouve

E]}:~1><]\/2 (Aﬁ-i-A11 dCl, ‘P  No EN2.
On a aussi, puisque a est égale a 1 sur P; x No,
# # # t
APIXN2 (A +A |P1XN2 °© X.

En utilisant les expressions de x et de *y indiquées ci-dessus, on obtient 1’expression de
Ap, xn, indiquée dans I’énoncé. [

2.9. Proposition.

Soit (M, A, E) une variété de Jacobi, et P une sous-variété de codimension 1 de M
transverse au champ de vecteurs E. Soit w : U — P la projection sur P d’un voisinage
tubulaire U de P dans M tel que pour tout x € P, w~'(x) soit un arc conneze de courbe
intégrale de E. Soit n la 1-forme le long de P dont le produit intérieur par tout vecteur
tangent a P est nul et qui vérifie i(E)n = 1. Il existe sur P une structure de Poisson
unique telle que w soit un morphisme de Jacobi; cette structure, qui est homogéne de
champ d’homothéties A¥(n), est dite induite par la structure de Jacobi de M.

Démonstration. Soient f et g deux fonctions définies sur P. D’apres la définition
méme de w, les fonctions w*f et w*g sont constantes sur chaque trajectoire de FE.
Puisque E = ®(1), on a

LIE{w"f,w"g} = i(E)d{w" f,w"g}
= {1, {W*f, w*g}}
_{ d(w*f),w g} + {@" f,i(E)d(w*g)}

I1 existe donc une fonction unique {f, g} p définie sur P telle que

{w"f, w9} =@ {f. 9}p.

La loi de composition ainsi définie sur C*°(P, R) détermine une structure de Jacobi sur P,
qui est I'unique structure pour laquelle o est un morphisme de Jacobi. Le tenseur Ap et le
champ de vecteurs Ep associés a cette structure s’obtiennent en projetant A et E par w.
On voit ainsi que Ep est nul, donc que la structure de Jacobi de P est en fait une structure
de Poisson.



17

Par intégration le long des courbes intégrales de E, et en restreignant si nécessaire le
voisinage tubulaire U de P dans M, on peut construire sur ce voisinage une fonction h nulle
sur P vérifiant

i(E)dh=1.

La restriction de dh a P n’est autre que la 1-forme le long de P notée n dans 1’énoncé. Le
champ de vecteurs hamiltonien ®(h) vérifie

[, 9(h)] = [0(1), &(1)] = ({1, h}) = B(i(E)dh) = B(1) = E.

Il est donc projetable par @ sur P. Puisque (dh)| p = 1 est une section de 'annulateur
de T'P dans Tp M, et que h est nulle sur P, la section Z = A¥(n) de TpM est en fait un
champ de vecteurs sur P qui coincide & la fois avec la projection de ®(h) sur P et avec la
restriction de ®(h) & P. D’apres la formule (5), Popérateur différentiel du premier ordre
®(h) —i(E)dh = ®(h) —1 est une dérivation de I’algeébre de Jacobi de U. Par projection, on
en déduit que 'opérateur différentiel du premier ordre Z — 1 est une dérivation de 1’algebre
de Poisson de P. On a donc, pour tout couple (f,g) de fonctions différentiables sur P,

W(Z)d({f,9}r) = {i(2)df, g9}, + {f,i(2)dg}, — {[.9}P,

donc
L(Z)Ap = —Ap.

Ceci prouve que (P,Ap, Z) est une variété de Poisson homogene. [

2.10. Remarque.

Dans les hypothéses de la proposition 2.9, le voisinage tubulaire U de P dans M s’identifie
localement, au voisinage de chaque point, au produit P x I de P et d’un intervalle ouvert
de R contenant ’origine. Le champ E s’identifie au champ de vecteurs dont les projections
sur P et sur I sont, respectivement, le champ nul et le champ égal & 1. Avec les conventions
de 1.1, on peut écrire

A=Ap+ENZ, (8)

et le champ de vecteurs hamiltonien ®(h) a pour expression
®(h)=Z+hE.

Réciproquement, soit (P, Ap) une variété de Poisson et Z un champ de vecteurs sur P.
On pose M = P x R et on note F le champ de vecteurs sur M dont les projections sur P
et sur R sont, respectivement, le champ nul et le champ égal & 1. On définit sur M un
champ de tenseurs A, grace a la formule (8). On vérifie [4] que (M, A, E) est une variété de
Jacobi si et seulement si Z est un champ d’homothéties de la variété de Poisson (P, Ap).

2.11. Proposition.

Soit (M, A, E) une variété de Jacobi, Py et Py deux sous-variétés de codimension 1 de M
transverses au champ de vecteurs E. On suppose qu’il existe une courbe intégrale de E qui
rencontre Py en un point x1 et Py en un point xo. On munit P; et Py des structures de
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Poisson homogénes (Py,Ap,, Z1) et (Py, Ap,, Z3) induites par la structure de Jacobi de M,
au sens de 2.9. Il existe un diffécomorphisme de Poisson 1 d’un voisinage Vi de x1 dans
Py sur un voisinage Vo de xo dans Ps, qui applique x1 sur xs, et une fonction f définie sur
Vs tels que

Zy = $u(Z1) + A%, (df) -

Démonstration. Elle est semblable a celle de la proposition 2.4. La fonction f et le
difféomorphisme v sont tels qu’en notant ¢ le flot du champ de vecteurs E, on ait, pour
tout x € Vs,

PHE) = ppy(z). O

La proposition ci-dessus suggere les définitions suivantes des notions d’isomorphismes et
d’automorphismes infinitésimaux de variétés de Poisson homogenes, ainsi que celle de la
notion de variété de Poisson localement homogene (2.15).

2.12. Définitions.

1. Soient (P, A1, Z1) et (Pa, Ao, Z3) deux variétés de Poisson homogenes. Une applica-
tion différentiable ¢ : Py — P» est appelée morphisme de variétés de Poisson homogenes
si elle vérifie les deux propriétés:

(i) % est un morphisme de Poisson, i.e., A; est projetable par 1 et
w* (Al) = AZ ;

(ii) le champ de vecteurs Z; est projetable par i et 1.(Z1) — Z est hamiltonien, i.e., il
existe une fonction différentiable h sur P; telle que

$u(Z1) — Zs = Ay (dh) = [As, B] .
Un morphisme de variétés de Poisson homogenes ¢ : Py — P, est dit strict s’il vérifie
Ve (Z1) — Z2=0.

Un morphisme de variétés de Poisson homogeénes qui est aussi une submersion (resp.,
un difféomorphisme) est appelé submersion (resp., difféomorphisme, ou isomorphisme) de
variétés de Poisson homogénes.

2. Soit (P,A,Z) une variété de Poisson homogene. Un champ de vecteurs X sur P
est un automorphisme infinitésimal de variétés de Poisson homogénes s’il vérifie les deux
propriétés:

(i) X est un automorphisme infinitésimal de Poisson, i.e.,
L(X)A=[X,A]=0;

(ii) le crochet [X,Z] est un champ de vecteurs hamiltonien, i.e., il existe une fonction
différentiable hx sur P telle que

(X, Z] = A*(dhx) = [A, hx].
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Un automorphisme infinitésimal de variétés de Poisson homogenes X est dit strict s’il
vérifie
[X,Z]=0.

2.13. Remarques.

1. La notion d’isomorphisme de variétés de Poisson homogenes introduit une relation
d’équivalence sur I'ensemble des variétés de Poisson homogenes. Si (P;, A;, Z;), i =1, 2 ou
3, sont trois variétés de Poisson homogenes, f : P, — P, et g : P, — P3 deux isomorphismes
de variétés de Poisson homogenes, go f : P — P53 est un isomorphisme de Poison homogene,
strict si f et g le sont. Les hypotheses se traduisent en effet par

fild1 = Ag, feZ1 = Zy + [Ag, hol,
g«No = A3, 9+Z2 = Z3 + [A3, hs],

ou hs et hz sont des fonctions différentiables, définies respectivement sur P, et sur Pj.
Puisque (g o f)« = g« © fi, on peut écrire, avec les notations précisées en 1.1,

(go f)«1 = Ag,
(go [)aZ1 = guZo + gu[Aa, ha] = Z3 + [A3, ha] + [g4« A2, ho 09_1] = Z3+ [Ag, hg + ho Og_l] .

2. Un champ de vecteurs sur une variété de Poisson homogene est un automorphisme
infinitésimal (resp., un automorphisme infinitésimal strict) si et seulement si son flot est un
groupe local & un parametre d’isomorphismes (resp., d’isomorphismes stricts) de variétés
de Poisson homogenes.

3. En utilisant le lemme 2.2, il est facile de voir que pour toute fonction différentiable f
sur la variété de Poisson homogene (P, A, Z), le champ de vecteurs hamiltonien A*(df) est
un automorphisme infinitésimal de variétés de Poisson homogenes tangent au feuilletage
caractéristique.

4. On peut exprimer les résultats de la proposition 2.11 en disant, avec les notations
de cette proposition, qu’il existe un isomorphisme de variétés de Poisson homogenes d’un
voisinage de 1 dans P; sur un voisinage de x2 dans Ps, appliquant z; sur x3. La proposition
suivante généralise ce résultat.

2.14. Proposition.

Soit (M, A, E) une variété de Jacobi. On note Hg l’ensemble des champs de vecteurs
hamiltoniens sur cette variété de la forme

X =®(u) =[A,u] +uF,
la fonction différentiable u vérifiant

L(E)u=0.
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On note Cg la distribution sur M engendrée par HE.

1. La distribution Cg est de classe C*° et complétement intégrable, et chaque feuille
du feuilletage de Stefan qu’elle définit est contenue dans une feuille du feuilletage car-
actéristique de (M, A\, E).

2. Chaque trajectoire du champ de vecteurs E est contenue dans une feuille du feuilletage

de Stefan défini par Cg.

3. Soient P, et Py deux sous-variétés de codimension 1 de M, transverses au champ de
vecteurs FE, rencontrant, respectivement en x1 et en xo, une méme feuille du feuilletage de
Stefan défini par Cg. Il existe un isomorphisme de variétés de Poisson homogénes (pour
les structures induites, sur Py et Py, au sens de 2.9, par la structure de Jacobi de M ) d’un
voisinage de x1 dans Py sur un voisinage de xo dans Ps, appliquant x, sur z,.

Démonstration.

1. La distribution Cg est de classe C*°, puisqu’elle est engendrée par la famille Hg
de champs de vecteurs de classe C'°°. Soient u et v deux fonctions différentiables sur M

vérifiant
L(E)Yu=L(E)v=0.
On note X = ®(u), Y = ®(v) les champs de vecteurs hamiltoniens qui leur sont associés.

Le flot ¥ de X est un groupe local & un parametre d’isomorphismes locaux de la structure
de Jacobi de M; cela signifie que, pour tout élément (¢, ) du domaine de ce flot,

TU(A(z)) = A(T(2)) ; TV, (E(z)) = E(V(z)) .

Par suite, (¥;).Y n’est autre que le champ de vecteurs hamiltonien associé a la fonction
(Uy)v =v o ¥_y, qui vérifie

L(B)(()20) = (92), (£((¥ ) B)o) = (%), (L(E)w) =0.

Ainsi, la distribution Cg satisfait les hypothéses du théoréme de Sussmann (rappelé en 1.5),
donc est completement intégrable.

D’autre part, Cg est évidemment contenu dans la distribution caractéristique C, donc
chacune des feuilles du feuilletage de Stefan qu’elle définit est contenue dans une feuille du
feuilletage caractéristique de (M, A, E).

2. La fonction constante 1 vérifie évidemment £(E)1 = 0, donc le champ de vecteurs
hamiltonien qui lui est associé, c’est-a-dire F, appartient a Hg.

3. Puisque x, et z, appartiennent a une méme feuille de Cg, le point x5 est Hp-
accessible a partir de x7. Ainsi, en composant les flots d’une famille finie de champs de
vecteurs éléments de Hg, on peut former un isomorphisme de variétés de Jacobi d’un
voisinage de x1 dans M sur un voisinage de x5 dans M appliquant z; sur x,. Il suffit alors
d’utiliser 2.11. 0O

2.15. Définition.

Soit (P, Ap) une variété de Poisson.
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1. Une structure de Poisson localement homogéne est définie sur (P, Ap) par la donnée
d’un recouvrement ouvert (U;), @ € I, de la variété P, et la donnée, pour chaque i € I, d’'un
champ de vecteurs Z; défini sur U;, vérifiant les conditions suivantes:

(i) pour tout ¢ € I, Z; est un champ d’homothéties pour la structure de Poisson induite

sur U;,

L(Z)(Aply,) = ~Ap|y,

(ii) pour tout couple (z,j) € I? tel que U; N U; soit non vide, 'application identique est
un isomorphisme de variétés de Poisson homogenes pour les structures induites sur
Ui N Uj par (U'u AP‘U,-’Z"') et (Uj, AP‘Uj’Zj)'

2. Soient (UJ{), j € J, un autre recouvrement ouvert de la variété P, et pour tout
j e J, Z} un champ de vecteurs défini sur UJ’-, ces données vérifiant les conditions (i) et
(ii) ci-dessus. On dira que ces nouvelles données définissent sur (P, Ap) la méme structure
de variété de Poisson localement homogene que les données (U;, Z;), i@ € I, si pour tout
(4,7) € I x J tel que U; N U; soit non vide, I'application identique est un isomorphisme de

variétés de Poisson homogenes pour les structures induites sur U; N UJ'- par (Ui, A p‘U. , Zi)
/ /

2.16. Proposition.

Soit (P,Ap) une variété de Poisson munie d’une structure localement homogéne (au
sens de la définition 2.15) définie par un recouvrement ouvert (U;) de P et une famille
(Z;) de champs d’homothéties, i € 1. La distribution C engendrée par la distribution
caractéristique C (image de Agg) et par la famille de champs de vecteurs (Z;), i € I, ne
dépend que de la structure de variété de Poisson localement homogéne de P, et non des
données (U;, Z;) qui définissent cette structure. On appelle distribution caractéristique
étendue de la variété de Poisson localement homogéne P. Elle est complétement intégrable
et définit un feuilletage de Stefan de P, appelé feuilletage caractéristique étendu.

Démonstration. Le fait que C ne dépende que de la structure de variété de Poisson
localement homogene de P résulte directement de la seconde partie de la définition 2.15.

Pour prouver que la distribution C est completement intégrable, il suffit de montrer que
sa restriction & chacun des ouverts U; l'est. Sur U;, C' est engendrée par 1’espace vectoriel
somme de l’espace vectoriel de dimension 1 RZ; et de I'espace des champs de vecteurs
hamiltoniens sur U;. D’apres le lemme 2.2, cet espace est en fait une sous-algebre de Lie
G; de l'algebre de Lie des champs de vecteurs différentiables sur U;, dont I’idéal dérivé
est contenu dans 'idéal des champs de vecteurs hamiltoniens sur U;. Montrons que cette
algebre de Lie vérifie la condition (iii) b) du théoréme de Frobenius-Sussmann (1.5). Soient
donc

Xj = p]ZZ + [A7 fj]a

j = 1 ou 2, deux éléments de G;; p1 et ps sont deux constantes réelles, f; et fo deux
fonctions diférentiables sur U;. On note ® le flot de X;. On a

[Xla A] = _p1A7

donc pour tout t € R
(®4)4A = exp(p1t)A.
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On en déduit
(®1)+ X2 = pa(P¢)s Zi + [A, exp(p1t)(Pe) f2] -
Mais d’apres le lemme 2.2
(X1, Zi] = [A, fr = £(Z:) fi] -

Par intégration, on en déduit que (®;).Z; est de la forme
(®1)«Z; = Zi + [A, wy],,
ol w; est une fonction différentiable. Finalement,
(@)« Xo = paZ; + [A, exp(p1t) (Pe)s fo + pawy] .

ce qui acheve la démonstration, car le second membre de cette expression est un champ
local de G;. O

Dans la proposition suivante, on obtient une variété de Poisson localement homogene en
quotientant une variété de Jacobi.

2.17. Proposition.

Soit (M, A, E) une variété de Jacobi dont le champ de vecteurs E ne s’annule en aucun
point. On suppose que l’ensemble () des trajectoires de E posséde une structure de variété
telle que la projection canonique w : M — (@Q soit une submersion. Il existe sur @)
une structure de Poisson localement homogéne unique telle que w soit un morphisme de
Jacobi, admettant pour champs d’homothéties les projections sur () des champs de vecteurs

hamiltoniens de la forme ®(h) associés a des fonctions h, définies sur des ouverts de M,
vérifiant i(E)dh = 1.

Démonstration. Elle est semblable a celle du corollaire 2.5, les propositions a employer
étant maintenant 2.9 et 2.11, au lieu de 2.3 et 2.4. [

2.18. Remarques.

1. En adaptant les définitions 2.12 au cas des variétés de Poisson localement homogenes,
il est facile de définir les notions d’isomorphismes (ou d’isomorphismes locaux) de variétés de
Poisson localement homogenes, et d’automorphismes infinitésimaux de variétés de Poisson
localement homogenes. Si (P1,A1) et (P, A2) sont deux variétés de Poisson munies de
structures localement homogenes, et ¢ : P; — P2 un isomorphisme de varié¢tés de Poisson
localement homogenes, I'image 9,C; (resp., ¥.C1) de la distribution caractéristique (resp.,
de la distribution caractéristique étendue) de P; est la distribution caractéristique (resp.,
la distribution caractéristique étendue) de Ps.

2. Soit (P,Ap,Z) une variété de Poisson homogene, et S une feuille de son feuilletage
caractéristique étendu. On distinguera deux cas, selon la parité de la dimension de S.

Si S est de dimension paire, c’est une feuille symplectique de P, c’est-a-dire une feuille
du feuilletage caractéristique. Soit 05 sa 2-forme symplectique. Le champ de vecteurs Z

est tangent a S , et sa restriction Z |§ vérifie [Z |§, A‘g] = —A‘g, ce qui équivaut a

E(Z‘g)aé\ = di(Z‘g)O"/S,\ =05-
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On voit ainsi que (§ , 03:) est une variété symplectique exacte, et Z ‘/S\ un champ d’homo-
théties de cette variété. La feuille S n’est donc compacte que si elle est réduite a un point.

Si S est de dimension impaire 2k+1, elle est elle-méme feuilletée en feuilles symplectiques
de P, toutes de dimension 2k. Le champ de vecteurs Z ‘3; est tangent a S, transverse
aux feuilles symplectiques, et son flot applique ces feuilles les unes sur les autres, par des
transformations symplectiques conformes. Soit & la 2-forme sur S qui induit sur chaque
feuille symplectique la 2-forme symplectique de cette feuille, et qui vérifie

et & la 1-forme sur S qui induit sur chaque feuille symplectique la 1-forme nulle et qui
vérifie

Les formes @ et o vérifient

IS
&)
I
=)
I
SY
I

WAT,

et définissent sur S une structure de variété canonique, au sens défini par 'un des auteurs
(A. L. [11]).

Le cas particulier ou £ = 0 est tres simple: S est alors une trajectoire de Z, Ap est nul le
long de cette trajectoire et les feuilles symplectiques contenues dans S, de dimension nulle,
sont les points de S.

Des considérations analogues s’appliquent, au moins pour ce qui concerne les propriétés
locales, aux feuilles du feuilletage caractéristique étendu d’une variété de Poisson localement
homogene.

3. Dans les hypotheses de 2.9, I'image par la projection canonique w de la distribution
caractéristique Cps de la variété de Jacobi (M, A, E) est la distribution caractéristique
étendue Cp (au sens de la proposition 2.16) de la variété de Poisson localement homogene
(P,Ap). Les feuilles du feuilletage de Stefan défini par Cp sur P sont donc les projections
des feuilles de la structure de Jacobi de M. Le champ de vecteurs E, qui engendre le noyau
de T'w, étant tangent aux feuilles de la structure de Jacobi de M, on voit que la dimension
de chaque feuille du feuilletage défini par Cp sur P est inférieure d’une unité a la dimension
de la feuille correspondante de la structure de Jacobi de M.

D’apres la proposition 2.16, les relations entre les feuilles de la structure de Jacobi de M,
leurs projections sur P et les feuilles symplectiques de (P, Ap), sont les suivantes.

(i) La projection sur P d’une feuille de dimension impaire de la structure de Jacobi
de M est a la fois une feuille du feuilletage généralisé défini par ép et une feuille
symplectique de (P,Ap). Pour chaque i € I, le champ d’homothéties Z;, défini sur
Pouvert U;, est alors tangent a cette feuille, et c’est un automorphisme infinitésimal
conforme pour la structure symplectique de cette feuille. S’il est défini sur la feuille
entiere, la forme symplectique de cette feuille est exacte.

(ii) La projection sur P d’une feuille de dimension paire de la structure de Jacobi de M est

une feuille de dimension impaire du feuilletage défini par Cp. Elle est elle-méme munie
d’un feuilletage de codimension 1, dont les feuilles sont des feuilles symplectiques de
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la variété de Poisson (P,Ap). Dans chaque ouvert U;, ces feuilles symplectiques se
déduisent les unes des autres par le flot du champ d’homothéties Z;, qui leur est
transverse.

Les mémes considérations s’appliquent, dans les hypothéses de la proposition 2.17, aux
relations entre les feuilles de la structure de Jacobi de M et les feuilles de la structure de
Poisson localement homogene quotient de Q).

3. Deux types de sous-variétés remarquables d’une variété de Jacobi

3.1. Structure induite sur une sous-variété.

Dans toute cette partie, (M, A, E) est une variété de Jacobi, et N une sous-variété de M.
On recherche des conditions suffisantes pour que la structure de Jacobi de M induise sur NV,
en un sens précisé ci-dessous, une structure de Jacobi. On présente successivement deux
constructions de cette structure induite, et on montre qu’elles sont équivalentes.

3.2. Projections de A et de FE sur N.

Dans tous les cas étudiés ici, la structure de Jacobi de N sera déduite de celle de M par
la construction suivante. Soit ix : N — M linjection canonique, et Ty M = iy (T M) la
restriction & N du fibré tangent & M. On choisira un morphisme de projection x : Ty M —
TN, c’est-a-dire un morphisme du fibré vectoriel Ty M sur son sous-fibré TN dont la
restriction a TN est 'identité. Le choix de x équivaut au choix d’un supplémentaire de TN
dans Tn M (ce supplémentaire étant le noyau de x). On définira alors sur N un champ de
vecteurs Fy et un 2-tenseur antisymétrique Ay en posant

En=xoFEoiy; Ay =xoAoiyn. 9)

Bien entendu, En et Ay dépendent non seulement de la structure de Jacobi de M et de
la sous-variété N, mais aussi du choix de x. En général ils ne vérifient pas les identités (3)
nécessaires et suffisantes pour que (N, Ay, En) soit une variété de Jacobi.

On montrera plus loin (c’est précisément le but principal de cette partie) que lorsque la
sous-variété N vérifie certaines conditions, le morphisme de projection y peut étre choisi de
maniere telle que (IV, Ay, Fn) soit une variété de Jacobi. On verra de plus que Ay et Ey
sont entierement déterminés par la structure de Jacobi de M et par la sous-variété N (selon
les cas, soit parce que An et EFny ne dépendent pas du choix de x, soit parce que, compte
tenu des conditions vérifiées par N, x est déterminé de maniére unique par la structure de
Jacobi de M et la donnée de N).

3.3. Crochet de Jacobi de fonctions définies sur N.
On va donner une autre construction, équivalente a celle exposée ci-dessus, de la structure
de Jacobi de N, en termes du crochet de Jacobi.

Supposons d’abord le morphisme de projection xy donné. En considérant un voisinage
tubulaire de N dans M construit au moyen du supplémentaire ker y de TN dans T M,
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on voit qu’il existe un voisinage ouvert U de N dans M et une submersion m de U sur N
vérifiant
W‘N:woiN:idN; Tnm=x. (10)

Pour tout couple (f,g) de fonctions différentiables définies sur N (ou sur deux ouverts
de N d’intersection non vide), on pose

La loi de composition ainsi définie est évidemment antisymétrique, et s’exprime au moyen
de An et de En par la formule

{f,9}n =i(An)(df Ndg) + fi(En)dg — gi(En)df . (12)

Réciproquement, la donnée d’une submersion 7 d’un voisinage ouvert U de N dans M
sur N, vérifiant 7r| ~ = ldn, détermine un morphisme de projection x = Tyw : TyM — T'N.
On peut alors définir En, Ax et {f,g}n grace aux formules (9), (11) ou (12) ci-dessus.

Bien entendu, (N, Ay, En) est une variété de Jacobi (c’est-a-dire Ay et Ey vérifient les
identités (3)) si et seulement si la loi de composition définie par (12) satisfait I'identité de
Jacobi. Lorsque c’est le cas, cette loi de composition n’est autre que le crochet de Jacobi
sur (N, AN, EN).

3.4. Structures induites par deux structures conformément équivalentes.

La submersion 7 d’un voisinage ouvert U de N dans M sur N, vérifiant 7r| N = 1dn, est
supposée choisie. On note x = Ty 7 le morphisme de projection correspondant a .

Soit a une fonction différentiable définie sur U ne s’annulant en aucun point. En
appliquant la formule (11) on peut définir deux lois de composition sur I'espace des fonctions
différentiables sur N, induites, I'une par la structure de Jacobi initialement donnée sur M,
I'autre par la nouvelle structure de Jacobi a-conforme a la précédente. Ces deux lois sont
données par les formules, dans lesquelles f et g sont deux fonctions différentiables sur NV,

{fag}N:i}kV{W*fa”r*g};
-k * * _\a -k 1 * *
{fag}(]zV:ZN{ﬂ— f77T g} =1iN (a{(lﬂ' faa'ﬂ— g}) .
On pose
ay =aly =iya.

Il est naturel de rechercher des conditions dans lesquelles les deux lois de composition
ci-dessus définies se déduisent I'une de 'autre par une formule de méme forme que (6), la
fonction a étant remplacée par ay. Le lemme ci-dessous indique de telles conditions.

3.5. Lemme.

Soit v*N le fibré conormal @ N. On suppose son image A*(v*N) par le morphisme A*
contenue dans le noyau du morphisme de projection x. Alors on a, pour tout couple (f,g)
de fonctions différentiables sur N,

{fag}?\f = %{aNfa aNg}N .
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Par suite, si l'une des lois de composition (f,g) — {f,9}n ou (f,g9) — {f,9}% satisfait
lidentité de Jacobi, lautre la satisfait aussi.

En particulier, si any = 1, ces deux lois de composition coincident.

Démonstration. On pose, pour alléger 1’écriture,

B(.9) = {1.9)% - -—{onfangl.

B(1.) = i (lar* Lara}) = i ({7 (ax )" (ang)})

= %i}"v({aw* frar*g} — {w*(aNf),w*(aNg)})

= %ﬁv ({(a — m*an)T*f, (a — *an)T*g}
+ {(a — m*an)r* f,7*(ang)} + {7*(an f), (a — 7r*aN)7r*g}) .

La fonction a — m*a étant nulle sur N, on obtient

iv({(a—man)mf, (a = man)r*g}) = 0;
ity ({(a—m*an)n* £, (awg)} ) = fisy (i0) (dla — 7*an) A d(x*ang)))
—anfgiy(i(E)d(a —n*an));
i ({n*(aNf), (a— w*aw)w*g}) = gin (i(A) (d(r*an f) A d(a— W*aN)))
+anfgiy(i(E)d(a —m*an)) .

On a donc:
anB(f,9) = fi (i(A) (d(a = 7*an) A d(n*ang)) )

+ gk (z‘(A) (d(r*anf) A d(a— ”*GN)))
= fire (i(AH(d(a — 7an))) (T d(ang)) )
— giy (’i(A'i (d(a —7*an))) (”*d(aNf))> '

Mais puisque a—7*apn est nulle sur N, sa différentielle restreinte a N est une section du fibré
conormal v*N. La valeur, en chaque point de N, du champ de vecteurs A*(d(a — 7*an))
appartient & Af(v*N), donc au noyau de x = Tyw. Par suite, ayB(f,g) est nul. [

On va maintenant indiquer deux cas ou il existe, sur la sous-variété N de la variété de
Jacobi (M, A, E), une structure de Jacobi induite.

En utilisant la définition du champ caractéristique d’une variété de Jacobi, rappelée
en 1.5, et la notion de morphisme de Jacobi, rappelée en 1.6, on établit aisément la
proposition suivante, qui donne un premier type de structure induite.
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3.6. Proposition.

Pour qu’il existe sur la sous-variété N de (M, A, E) une structure de Jacobi telle que
linjection canonique iy soit un morphisme de Jacobi, il faut et il suffit que la restriction
Cn du champ caractéristique C' a la sous-variété N soit contenue dans TIN. Lorsque c’est
le cas, cette structure de Jacobi sur N est unique.

3.7. Commentaire.

Dans les hypotheéses de la proposition précédente, le champ de vecteurs Fy et le 2-tenseur
AN qui définissent la structure de Jacobi de N peuvent étre définis par les formules (9); le
morphisme de projection x : Ty M — TN peut dans ce cas étre choisi de maniere arbitraire,
En et Ay sont indépendants de ce choix et vérifient évidemment les identités (3). Le champ
caractéristique de (N, Ay, En) n'est autre que Cy. L’intersection de N avec chaque feuille
de la structure de Jacobi de M est un ouvert de cette feuille, et chaque composante connexe
de cette intersection est une feuille de la structure de Jacobi de N.

Les conditions imposées a N par la proposition 3.6 sont évidemment tres restrictives.
Le théoreme 3.9 ci-apres indique un autre cas ou il existe sur N une structure de Jacobi
induite. Le lemme ci-dessous indique plusieurs formes équivalentes des conditions que devra
vérifier N pour que le théoreme 3.9 lui soit applicable.

3.8. Lemme.

Soit x un point de N. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(A) T,N + A*(V*N) =T, M;

(B) T.N ® A*(v:N) =T, M ;

(C) T.NNA*v:N)={0} et viNnkerA! ={0};

(D) T,NNA*w:N)={0} et T,N+AT)M)=T,M.
Démonstration. Puisque v;N est 'annulateur de T, N dans T, M, sa dimension est

égale a la codimension de T, N dans T,M. La condition (A) est donc vérifiée si et

seulement si Af(vXN) est un sous-espace vectoriel de T, M de méme dimension que viN

dont l'intersection avec T, N est {0}. Ceci prouve I'équivalence de (A), (B) et (C). Enfin

la seconde condition (C) est équivalente & la seconde condition (D), car on passe de 'une &

l'autre par dualité. 0O

3.9. Théoréme.

On suppose la sous-variété N de la variété de Jacobi (M, A, E) telle qu’en tout point x
de N, les conditions équivalentes (A) a (D) du lemme 3.8 soient vérifiées. Soit x :
TnM — TN le morphisme de projection ayant pour noyau A*(v*N), qui d’aprés (B) est
un supplémentaire de TN dans Ty M. Alors le 2-tenseur Ay et le champ de vecteurs Ey,
définis par les formules (9), vérifient les identités (3), donc déterminent sur N une structure
de Jacobi induite par celle de M.

Démonstration. Soit m une submersion d’un voisinage ouvert U de N dans M sur N
vérifiant les conditions (10). On doit montrer que la loi de composition définie sur I’espace
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des fonctions différentiables sur N par les formules (11) et (12) satisfait I'identité de Jacobi.
Soient f, g et h trois fonctions différentiables sur N. On a

{5, 9hw b}y = v {m* i3 {m" £, g} wh)
=iy ({k, *h} + {{r*f,7*g}, W*h}) ,

ou on a posé, pour alléger ’écriture,
k= (inom){n*f,n*g} — {n* f,n"g}.

On peut écrire

iy ({k,m*h}) =iy (z (A (dk))d(w*h)) + iy (ki(E)d(r*h)) — iy (r*hi(E)dk)
= —hiy (i(E)dk).

En effet, la fonction %k étant nulle sur N, la restriction & N de Af(dk) est une section de
A*(v*N), donc du noyau de x = Ty, de sorte que le terme % (z (Aﬁ(dk))d(w*h)> est nul.
De méme, i%y (ki(E)d(r*h)) est nul.

Considérons d’abord le cas ou la restriction E ‘ y de B a N est une section de T'N.
Puisque la fonction k est nulle sur N, i (i(E)dk) est nul, et on a

iz ({k, 7*h}) = 0.

Par suite

{{f7g}N7 h}N = i}}({{ﬂ*f, W*g},w*h}) )

On a de méme les deux égalités déduites de celle-ci par permutation circulaire de f, g
et h. En ajoutant, on obtient une égalité dont le membre de droite est nul, car le crochet
de Jacobi sur M (appliqué aux fonctions 7* f, 7*g et 7*h) vérifie I'identité de Jacobi. Ce
résultat montre que la loi de composition (f, g) — {f, g}n définie par (11) satisfait I'identité
de Jacobi.

Considérons maintenant le cas général, ou | n Dest pas nécessairement une section de
TN. Remplagons la structure de Jacobi de M par une autre, a-conforme a celle initialement
donnée, la fonction a (définie sur un voisinage ouvert de N dans M) ne s’annulant pas et
étant égale a 1 sur N. D’apres le lemme 3.5, ces deux structures de Jacobi induisent, sur
I’ensemble des fonctions différentiables sur N, la méme loi de composition (f,g) — {f, g} n-
Pour montrer que cette loi satisfait ’identité de Jacobi il suffit, d’apres le résultat établi
ci-dessus, de montrer qu’on peut choisir la fonction a de telle sorte que la restriction
a N du champ de vecteurs E? (associé a la nouvelle structure de Jacobi de M) soit une
section de TN. Le lemme 3.8 montre que la restriction de A au fibré conormal v*N est
un isomorphisme de v*N sur son image, qui n’est autre que le noyau du morphisme de
projection x. Il existe donc une section différentiable unique n de v*N telle que

Ay = (idpyar —x) o E oy - (13)
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Un théoreme de prolongement di & Weinstein [20] (obtenu par intégration sur les fibres
d’un voisinage tubulaire de N dans M) montre précisément qu’il existe une fonction
différentiable a, définie sur un voisinage ouvert de N dans M, égale a 1 sur N, qui vérifie

iyda = —n.

En restreignant si nécessaire le voisinage ouvert U de N sur lequel est définie la submer-
sion 7, on peut faire en sorte qu’il soit contenu dans le domaine de définition de a, et
que cette fonction ne s’annule pas sur U. Le champ de vecteurs E? associé a la nouvelle
structure de Jacobi de U vérifie, d’apres (7) et (13),

E%oiy=FEoiy — (idrypm —x)oEoiy=xoEoiy,

ce qui montre que E* N st une section de TIN. [

3.10. Commentaires et remarques.

by

1. Les conditions équivalentes (A) a (D) du lemme 3.8 sont ouwvertes: si elles sont
satisfaites en un point z de la sous-variété N, elles le sont également en tout point d’'un
voisinage ouvert V de x dans N; par suite, le théoreme 3.9 s’applique a V', donc il existe
sur V une structure de Jacobi induite.

Par contre, la condition C, C TN, que N devrait satisfaire pour que la proposition 3.6
lui soit applicable, n’est pas ouverte.

2. D’apres les formules (9), pour tout point z de N, lapplication linéaire Agv(a:) :
TyN — T, N est donnée par la formule

Agv(ac) =Xz © Aﬂ(ac) © tXa: )

olt 'xy : TXN — T M est I'injection transposée de la projection x, : T,M — T, N.
On montre aisément que I’hypotheése du théoreme 3.9,

A (v*N) = ker x,

implique
Image(A¥oty) C TN.

On peut donc écrire
Tin oAI}V = Afoty.

En particulier, pour tout x € N,
Image Agv (z) = Image(A*(z) o tx,) = T, N N Image A¥(z). (14)
D’autre part, avec les notations de la démonstration du théoreme 3.9, on a

En(z) = B%(2) = E(z) — A (n(z)),
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ou 7 est une section différentiable de v* N. Ceci prouve que En(z) appartient a 'image de
Agv (z) si et seulement si E(z) appartient & 'image de A*(z). Les dimensions des espaces
caractéristiques C(z) et Cn(z), respectivement des structures de Jacobi de M et de N au
point z, sont donc de méme parité, et on a

Cn(z) = Tmage A% (2) + Ex(z) = TNN C(z).

Les feuilles de la structure de Jacobi induite sur N sont donc (tout comme dans le cas
de la proposition 3.6) les composantes connexes des traces sur N des feuilles de la structure
de Jacobi de M. La dimension de chaque feuille de N est de méme parité que la dimension
de la feuille correspondante de M.

3. Toujours dans les hypotheéses du théoréeme 3.9, la relation (B) de 3.8 montre que
pour tout z € N, A¥(z) est un isomorphisme de v* N sur un supplémentaire de T, N dans
T,M. Par suite, la codimension de N est paire. On voit ainsi que la dimension d’une
sous-variété NN a laquelle le théoreme 3.9 s’applique est nécessairement de méme parité que
la dimension de M.

4. Considérons le cas ou le champ de vecteurs FE est nul, c’est-a-dire ou (M, A) est
une variété de Poisson. Soit N une sous-variété de M vérifiant, en chacun de ses points,
les propriétés du lemme 3.8. La structure induite sur N, au sens du théoreme 3.9, par
la structure de Poisson de M, est alors une structure de Poisson; on retrouve ainsi un
résultat dii & A. Weinstein [21]. Voir [13] pour des applications a la réduction des variétés
de Poisson.

Supposons de plus la variété de Poisson (M, A) munie d’une structure homogene définie
par un champ d’homothéties Z. On voit alors que le champ de vecteurs Zp, défini sur la
sous-variété N par

ZN = X© Zo ZN )

est un champ d’homothéties pour (N,Ay). En effet, en procédant comme dans la
démonstration de 3.9, on voit qu’il existe une fonction différentiable h, définie sur un voisi-
nage ouvert de N dans M, constante sur N, qui vérifie

Aﬁ(ifvdh) = (idpym —x) 0 Zoin,

donc Zy n’est autre que la restriction & N de Z — A¥(dh), qui est un champ d’homothéties
pour (M, A) défini sur un voisinage de N

On voit de méme que si (M, A) est munie d’une structure localement homogene, celle-ci
induit sur (N, Ax) une structure localement homogene, dont le feuilletage caractéristique
(resp., le feuilletage caractéristique étendu) est la trace sur N du feuilletage caractéristique
(resp., du feuilletage caractéristique étendu) de M.

3.11. Exemples.

Considérons le cas o (M, A, F) est une variété de Jacobi transitive (c’est-a-dire dont
le champ caractéristique C' est égal a TM), et soit N une sous-variété de M. Si cette
sous-variété vérifie les hypotheses du théoreme 3.9, les remarques 3.10.2 et 3.10.3 montrent
que la structure de Jacobi induite sur N est transitive, et que la dimension de N est de
meéme parité que celle de M. Examinons successivement les deux cas.
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1. On suppose M de dimension impaire 2p + 1. On sait alors [6], [10], que M est
une variété Pfaffienne, c’est-a-dire une variété munie d’une 1-forme de contact a (partout
de classe 2p + 1). Le champ de vecteurs E et le 2-tenseur A sont déterminés par « (et
réciproquement) au moyen des formules:

i(F)a=1; i(F)da=0;
(A )a=0 et i(A*¢)da= —(6—ai(E)) pour tout £€T*M.

On vérifie alors que la sous-variété N de M satisfait les hypotheéses du théoréme 3.9 si
et seulement si la 2-forme ay = i}y« induite par « sur N est de contact (i.e., an A (dan)?
partout non nulle, la dimension de N, nécessairement impaire, étant 2q + 1). Lorsque c’est
le cas, la structure de Jacobi induite sur /N n’est autre que celle associée a la structure
Pfaffienne définie par an; le champ de vecteurs En et le 2-tenseur Ay sont liés & apn par
les mémes formules que celles, indiquées ci-dessus, qui lient E et A a a.

2. On suppose M de dimension paire 2p. On sait alors [6], [10], que M est une variété
localement conformément symplectique, c’est-a-dire une variété munie d’une 2-forme o
partout de rang 2p, et d’une 1-forme w, qui vérifient

do+wAho=0. (15)

Le champ de vecteurs E et le 2-tenseur A sont déterminés au moyen de o et de w (et
réciproquement) par les formules

i(F)o = —w, i(A*8)0 = —B3 pour tout B e€T*M.

On vérifie alors que la sous-variété N de M satisfait les hypotheses du théoréeme 3.9 si et
seulement si la 1-forme wy = 1w et la 2-forme oy = i}y0, induites sur N, respectivement,
par w et par o, définissent sur N une structure localement conformément symplectique.
Lorsque c’est le cas, la structure de Jacobi induite sur N n’est autre que celle associée
a la structure localement conformément symplectique définie par wy et opn; le champ de
vecteurs Fy et le 2-tenseur Ay sont liés & wy et on par les mémes formules que celles,
indiquées ci-dessus, qui lient E et A a w et o.

La proposition suivante, ot ’on revient au cas ou (M, A, F) est une variété de Jacobi non
nécessairement transitive et /N une sous-variété de M, explicite les relations qui existent
entre les structures de Jacobi induites, d’une part sur N par la structure de Jacobi de M,
d’autre part sur chaque feuille de N par la structure de Jacobi transitive de la feuille
correspondante de M.

3.12. Proposition.

Soit (M, A, E) une variété de Jacobi, N une sous-variété de M, x un point de N, et S
la feuille de la structure de Jacobi de M qui passe par x. Alors il existe, sur un voisinage
de x dans N, une structure de Jacobi induite par celle de M au sens du théoreme 3.9, si
et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

(i) les sous-variétés N et S sont transverses en z, i.e.,

T,N +T,S = T, M ;
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(ii) 4l existe une structure de Jacobi sur un voisinage de x dans N N S induite, au sens
du théoréme 3.9, par la structure de Jacobi transitive dont est munie S en tant que
feuille de M.

Lorsque c’est le cas, la structure de Jacobi induite sur N NS au voisinage de x n’est
autre que la structure transitive dont elle est munie en tant que feuille de N

Démonstration. Si N et S sont transverses en z, on sait que NN S possede, au voisinage
de z, une structure de sous-variété de S. Les espaces tangent et conormal (dans S) & NNS
au point z sont alors, respectivement, T, NNT,S et i§(viN), ol ig : S — M est I'injection
canonique et v} N D’espace conormal & N (dans M) en z. Le 2-tenseur Ag et le champ de
vecteurs Fg qui définissent la structure de Jacobi transitive de S vérifient

AL(z)oif = A¥=z);  Es(z) = E(z). (16)
D’apres la remarque 3.10.1, il suffit de vérifier I’équivalence des relation
ToN + A*WiN) = T,M
d’une part, et
TN +T,S=T,M e T,NNT,S+AL(i%viN)) =1T,S

d’autre part. Or cela résulte aisément de I'inclusion A*(v*N) C T,S et de la premiere
relation (16). 0O

3.13. Corollaire.

Les hypotheéses et notations sont celles de 3.12. Il existe une structure de Jacobi induite,
au sens du théoréme 3.9, sur un voisinage de x dans N, dans chacun des cas suivants.

1. La dimension de S est paire et N vérifie
T.NeT,S=T,M;

la feuille de cette structure induite passant par le point x est alors réduite a {z}.

2. La dimension de S est impaire et N vérifie
(i) T,N+T,S=T,M,
(ii) ToN NT,S est de dimension 1 et n’est pas contenu dans l’image de Aﬁm;

la feuille de cette structure induite passant par x est alors de dimension 1.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que dans chacun de ces deux cas, N NS possede,
au voisinage de z, une structure de Jacobi transitive induite par celle de S. 0O
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4. Un troisieme type de sous-variétés remarquables d’une variété de Jacobi

Afin d’étudier la structure transverse d’une feuille S de la variété de Jacobi (M, A, E),
on peut songer a considérer une sous-variété N de M, coupant S transversalement en un
point x, et de dimension égale a la codimension de S, c’est-a-dire vérifiant

T,N&T,S =T, M.

Lorsque la dimension de S est paire, le corollaire 3.13 montre que le théoreme 3.9
s’applique a N, au voisinage de z. On voit ainsi qu’il existe, sur un voisinage de x dans N,
une structure de Jacobi induite par celle de M. On verra plus loin (paragraphe 6) qu’a un
difféomorphisme conforme de Jacobi pres, le germe de cette structure au point z ne dépend
que de la feuille S, non des choix de x et de N. On obtient donc bien ainsi une structure
transverse de la feuille S.

Par contre, lorsque la dimension de la feuille S est impaire, le théoréme 3.9 ne s’applique
pas a N: le corollaire 3.13 montre en effet que pour que ce théoreme s’applique, I'intersection
de N et de S devrait étre de dimension 1 (ou, plus généralement, de dimension impaire),
non de dimension 0.

On va voir (théoreme 4.2) qu’il existe un autre type de structure induite utilisable pour
I’étude de la structure transverse des feuilles de M de dimension impaire. Le lemme ci-
dessous indique plusieurs formes équivalentes des conditions que devra vérifier la sous-
variété N pour que le théoréme 4.2 lui soit applicable.

4.1. Lemme.

Soit N une sous-variété de la variété de Jacobi (M,A,E), et © un point de N. On
suppose vérifiée la condition

(i) le vecteur E(x) n’est pas tangent a N.

On note W, le sous-espace vectoriel de T, M engendré par T, N et par E(x), et W2 son
annulateur (sous-espace vectoriel de Ty M constitué par les formes qui s’annulent sur W,).
Les conditions suivantes sont équivalentes:

(ii A) W, + A (W?0) =T, M;

(ii B) W, & AY(W?0) =T, M;

(ii C) W, N AHWO) = {0} et W2nNkerA! ={0};
(ii D) W, NAYW?2) = {0} et W, + A T*M)=T,M.

Démonstration. Elle est identique a celle du lemme 3.8, T;; N et v; N étant remplacés,
respectivement, par W, et W2. [

4.2. Théoréme.

On suppose la sous-variété N de la variété de Jacobi (M, A, E) telle qu’en tout point x
de N, la condition (i) et les conditions équivalentes (ii A) a (ii D) du lemme 4.1 soient
vérifices. On note W le sous-fibré de Ty M engendré par E‘N et par TN, et W° son
annulateur.

1. Soit x : TNnM — TN le morphisme de projection ayant pour noyau le sous-fibré de
TnM, supplémentaire de TN d’aprés (i) et (ii B), engendré par E"N et par AY(W?). Alors
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le champ de vecteurs En défini par la premiére formule (9) est nul, et le 2-tenseur Ay
défini par la seconde formule (9) vérifie lidentité (4), donc définit sur N une structure de
Poisson, induite par la structure de Jacobi de M .

2. Soit n lunique 1-forme le long de N ayant pour noyau TN & A*(WP) et vérifiant

(n,E)=1.

Alors le champ de vecteurs le long de N
Z = A (n)

est tangent a N et vérifie
[Z,AN] = —AN .

En d’autres termes, (N, AN, Z) est une variété de Poisson homogéne.

Démonstration. Puisque le champ de vecteurs E n’est tangent a /N en aucun point, ses
courbes intégrales engendrent, au voisinage de N, une sous-variété N; de M contenant N,
de dimension dim N + 1. En tout point x de N, T, N, n’est autre que le sous-espace W,
engendré par T, N et par E(x). Par suite, Ny vérifie en tout point de N les conditions
équivalentes du lemme 3.8. Puisque ces conditions sont ouvertes, on peut en restreignant
N; faire en sorte qu’elles soient vérifiées en tout point de N;. D’apres le théoreme 3.9, il
existe sur Ny une structure de Jacobi induite par celle de M.

On peut alors considérer N comme une sous-variété de codimension 1 de Ny, transverse
a la restriction de £ a N;. La structure de Poisson homogene induite sur NV, au sens de 2.9,
par la structure de Jacobi de Ny, est précisément celle définie dans I’énoncé. [

4.3. Remarques.

1. La condition (i) et les conditions équivalentes (ii A) & (ii D) du lemme 4.1 sont
ouvertes. Si elles sont vérifiées en un point de la sous-variété N, elles sont vérifiées aussi
sur tout un voisinage ouvert de ce point dans N. Le théoréeme 4.2 s’applique a ce voisinage,
et montre qu’il possede une structure de Poisson homogene induite par la structure de
Jacobi de M.

2. En appliquant la remarque 3.10.2 a la sous-variété notée N; dans la démonstration
du théoreme 4.2, et en utilisant la remarque 2.18.3, on voit que pour tout point z de N,
Pespace caractéristique étendu Cn () (sous-espace vectoriel de T, N engendré par I’espace
caractéristique Cy(z) = Im Agv (z) et par le vecteur Z(x)) vérifie

Cn(z) = T,N NC(z) = T,N NImAk(z).
On voit aussi que les dimensions de 51\((:6) et de C(x) sont nécessairement de parités
différentes.

3. De méme, en appliquant a N la remarque 3.10.3 et en notant que dim N = dim N;—1,
on voit que la dimension d’une sous-variété N a laquelle le théoreme 4.2 s’applique et la
dimension de M sont nécessairement de parités différentes.
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4. On peut donner une autre démonstration du théoréme 4.2, consistant a construire
d’abord une sous-variété P de codimension 1 de M contenant N et transverse au champ F.
La proposition 2.9 montre alors qu’il existe sur P une structure de Poisson homogene induite
par la structure de Jacobi de M. On vérifie alors, en utilisant les hypotheses vérifiées par N,
que cette variété est une sous-variété de Poisson de P au sens défini par Weinstein [21].

4.4. Exemples.

Considérons le cas ou (M, A, E) est une variété de Jacobi transitive, et N une sous-
variété de M. En utilisant les notations du paragraphe 3.11, et en appliquant les résultats
de ce paragraphe a la sous-variété N; considérée dans la démonstration du théoreme 4.2,
on obtient aisément les résultats énoncés ci-dessous.

1. On suppose M de dimension impaire 2p + 1. Sa structure de Jacobi transitive est
alors une structure Pfaffienne définie par une 1-forme de contact a. Soit anxy = iy« la
1-forme induite par « sur N. La sous-variété N satisfait les hypotheses du théoreme 4.2
si et seulement si la 2-forme day = i} (da), induite sur N par de, est symplectique, ce
qui impose a N d’étre de dimension paire. La structure de Poisson induite sur N est la
structure transitive associée a la structure symplectique exacte définie par da, et le champ
d’homothéties Z est I'unique champ de vecteurs sur N vérifiant i(Z)day = an.

2. On suppose M de dimension paire 2p. Sa structure de Jacobi transitive est alors
une structure localement conformément symplectique définie par une 2-forme o partout de
rang 2p, et une 1-forme w vérifiant 'identité (15). Soient o = ijyo et wy = ijyw les formes
induites par o et par w sur N. La sous-variété N vérifie les hypotheses du théoreme 4.2 si
et seulement si ker oy est de dimension 1 et n’est pas contenu dans kerwpy. Lorsque ces
conditions sont vérifiées, N est nécessairement de dimension impaire 2¢ + 1, et la 1-forme
wy ne s’annule en aucun point. Le fibré tangent TN se décompose en une somme directe
de sous-fibrés,

TN =keroy ® kerwy

dont les rangs sont, respectivement, 1 et 2¢q. Le champ d’homothéties Z est I'unique champ
de vecteurs sur N qui vérifie

Le tenseur de Poisson Ay, partout de rang 2¢, a pour noyau le sous-fibré de rang 1 de T*N
engendré par wy. Il est entierement déterminé par les relations, dans lesquelles 3 est une
1-forme quelconque sur NN,

iy Bon =0, (A B)on = —(B+ (i(2)B)wn).

La distribution ker wy, de rang 2q, est completement intégrable puisqu’elle n’est autre que
I'image de Agv. Les feuilles du feuilletage qu’elle définit sont les feuilles symplectiques de
la variété de Poisson (N, Ay), et la structure symplectique de chacune de ces feuilles est
définie par la 2-forme induite par oy sur cette feuille.

On remarque que (N, Ay, Z) est une variété canonique, au sens défini par I'un des auteurs
(A. L.) [11], dont les éléments caractéristiques sont o et —wy .
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La proposition suivante, ot l'on revient au cas ou (M, A, E) est une variété de Jacobi
non nécessairement transitive et N une sous-variété de M, est a rapprocher de 3.12. Elle
explicite les relations qui existent, lorsque NN satisfait les hypotheéses du théoréme 4.2, entre
la structure symplectique des feuilles de N et les structures induites par les structures de
Jacobi transitives des feuilles de M.

4.5. Proposition.

Soit (M, A, E) une variété de Jacobi, N une sous-variété de M, x un point de N, et S
la feuille de la structure de Jacobi de M qui passe par x. Il existe, sur un voisinage de x
dans N, une structure de Poisson homogéne induite, au sens du théoréme 4.2, par la
structure de Jacobi de M, si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites:

(i) les sous-variétés N et S sont transverses en z, i.e.,
T.N+T,5S=T,M;

(i) il eziste, sur un voisinage de z dans NNS, une structure de Poisson homogéne induite,
au sens du théoréme 4.2, par la structure de Jacobi transitive dont est munie S en
tant que feuille de M.

Lorsque c’est le cas, N NS est, au voisinage de x, une feuille du feuilletage défini
sur N par sa distribution caractéristique étendue Cy, et les structures de variété de Poisson
homogéne induites sur NNS, d’une part au sens du théoréme 4.2 par la structure de Jacobi
transitive de S, d’autre part par restriction de la structure de Poisson homogéne de N,
coincident.

La démonstration est semblable & celle de la proposition 3.12 (& laquelle on peut d’ailleurs
se ramener, si I’on raisonne sur la sous-variété N; engendrée par les courbes intégrales de E
qui rencontrent N).

4.6. Corollaire.

Les hypothéses et notations sont celles de 4.5. On suppose E(z) non tangent d la sous-
variété N. Il existe une structure de Poisson homogéne induite, au sens du théoréeme 4.2,
sur un voisinage de x dans N, dans chacun des cas suivants.

1. La dimension de S est impaire et N vérifie
T,N & T,S =T, M :

le champ d’homothéties et le tenseur de Poisson de la structure de Poisson homogéne induite
sont alors nuls au point x.

2. La dimension de S est paire et N vérifie
(i) TuN +T,S =T, M;
(ii) TyN N T, S est de dimension 1, et n’est pas orthogonal & E(x) pour la structure
localement conformément symplectique de la feuille S;

le tenseur de Poisson de la structure de Poisson homogeéene induite est alors nul au point x,
et la trajectoire du champ d’homothéties passant par ce point n’est autre, au voisinage de x,
que la courbe NN S.
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Démonstration. 1l suffit de remarquer que dans chacun des deux cas N N S possede,
au voisinage de x, une structure de Poisson homogene induite par la structure de Jacobi
transitive de la feuille S, et d’utiliser les résultats exposés en 4.4. [

5. Structure locale et cartes distinguées

On étudie dans ce paragraphe la structure locale, au voisinage d’un point, d’une variété
de Poisson homogene (P, Ap, Z), puis d’une variété de Jacobi (M, A, E). On construit une
carte d’un voisinage de ce point, dite carte distinguée, dans laquelle les composantes de Ap
et de Z, ou de A et de E (selon qu'il s’agit de la variété de Poisson homogene ou de la
variété de Jacobi) s’expriment aussi simplement que possible.

Pour une variété de Poisson (P, Ap), ce probleme a déja été traité par A. Weinstein [21];
on devra donc seulement apporter les précisions supplémentaires nécessitées par I’existence
du champ d’homothéties Z. Le cas d’une variété de Jacobi (M, A, E') a déja été partiellement
traité par un des auteurs (A. L.) et F. Guédira [3]; ses résultats sont ici précisés et complétés.

5.1. Quelques notations.

Dans ce qui suit, pour tout entier ¢ > 0, on munira R??, ou tout ouvert de cet espace,
de la structure de Poisson transitive homogene associée a sa structure symplectique exacte
usuelle. Le champ de tenseurs de Poisson Ay, et le champ d’homothéties Z, qui définissent
cette structure s’expriment, au moyen des coordonnées usuelles z¢ (1 < i < 2¢q) sur R29,
par les formules

q q
A2 = E 8 A i ; Zg = E $i+q 8 (17)
1 —~ Jzta Ozt ? orita’

=1

la 1-forme de Liouville et la 2-forme symplectique usuelles sur R2? ayant respectivement
pour expression

q q
Ag=_ atdat,  opg =) dattiAdat
i—1 i=1

De méme, pour tout entier ¢ > 0, on munira R2?9t!, ou tout ouvert de cet espace, de
la structure de Jacobi transitive associée a sa structure pfaffienne usuelle. Le champ de
vecteurs Fogy1 et le champ de tenseurs Asgy1 qui définissent cette structure s’expriment,

au moyen des coordonnées usuelles notées z°, z*, 1 < i < 2¢, sur R29*t1, par les formules
9 L s O 9 0
_ . _ +q _
E2q+1 - 9x0 A2q+1 - Z ('CC 910 Ot A orita” (]‘8)
i1

La 1-forme de contact usuelle sur R?4t! a pour expression

n
w=dz’+ Zaz”q dz* .

=1
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On peut identifier R2? au sous-espace de codimension 1 de R29t! transverse au champ

E3441, défini par I’équation
2 =0. (19)

La structure de Poisson homogene induite, au sens de 2.9, par la structure de Jacobi
transitive de R29t! définie par Aggi1 et Eyqqq, n'est autre que la structure définie sur
R2? par Ay, et Zay.

L’étude de la structure locale et la construction de cartes distinguées d’une variété de
Poisson homogeéne reposent sur les deux lemmes ci-apres (5.2 et 5.4).

5.2. Lemme.

Soit (P,Ap,Z) une variété de Poisson homogéne et xo un point de P. On suppose le
vecteur Z(xg) et le tenseur Ap(xg) non nuls. Alors il existe deuz fonctions F' et G, définies
sur un voisinage de Ty, qui vérifient

LIZ)F=0, LZ)G=G, {GFp=1, F(z)=0.

De plus,

(i) si la dimension de C(xo) est impaire, ¢’est-a-dire si Z(zo) n'appartient pas & Uimage de
Aﬁp(:vo), ou si le rang de Ap(xg) est strictement supérieur a 2, on peut imposer a G de
vérifier

G(il?()) =0

et choisir F et G de manieére telle que les vecteurs AgD(dF) (z0), Agg(dG)(a:O) et Z(xo)
sotent linéairement indépendants;

(i) si la dimension de C (o) est paire, ¢’est-a-dire si Z(wo) appartient a Uimage de Aﬁa (x0),
et si le rang de Ap(xo) est égal G 2, on peut imposer a F et G de vérifier

Glzo) =1,  AL(dF)(z0) = —Z(x0) .

, . . 0
Démonstration. Puisque Z(zo) est non nul, son annulateur (RZ(zo)) est un sous-
espace vectoriel de codimension 1 de T; P. Le complémentaire de ce sous-espace est donc

un ouvert dense de T P qui ne saurait étre contenu dans le noyau de Aﬁp(xo), puisque
Aga (zo) n’est pas nul. Il existe donc un élément (non unique) n de T; P qui vérifie

(n, Z(z0)) =1, Aﬁp(iﬂo)(ﬂ) #0.

Par intégration le long des courbes intégrales de Z, on peut construire une fonction g,
définie sur un voisinage de x(, qui vérifie

L(Z)g=1, dg(zo)=n, donc Ah(dg)(zo) #0, et g(zo)=0.

D’autre part, la dimension de A% (o) ((RZ (:co))o) est, soit inférieure d’une unité, soit

égale, au rang de Ap(zp), selon que le noyau de Agg(:vo) est, ou n’est pas, contenu dans
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(RZ(azo))O, c’est-a-dire selon que Z(xp) appartient, ou n’appartient pas, a limage de
Ab ().
Si Z(xp) n’appartient pas a I'image de A% (z0), ou si le rang de Ap(xp) est strictement
P
supérieur & 2 (donc au moins égal & 4), il existe un élément (en général non unique) £ de
T, P qui vérifie
(€, Z(z0)) =0,  Z(xo) A A (x0)(§) #0.

On peut alors construire une fonction h, définie sur un voisinage de gy, qui vérifie
L(Z)h=0, h(zo) =0, dh(xzp) =¢.
On pose alors
G = hexp(g)
et on a

L(Z2)G=G, Gzo)=0,  Z(zo) ANALG)(z0) #0.

Si Z(zo) appartient a 'image de Ag,(xo) et si le rang de Ap(zp) est égal & 2, on pose
simplement
G = exp(g)

et on a

L(Z)G=G, Gwo)=1,  Z(zo) ANAL(dG)(z0) #0;
la non-colinéarité de Z(zo) et de Agj(dG) (z0) résulte en effet de

(dG(z0), Ag)(dG)(:v()» ={G,G}p(xp) =0, et (dG(z0), Z(z0)) = G(mo) = 1.
Posons Y = Agg (dG). Les champs de vecteurs Y et Z vérifient, d’aprés le lemme 2.2,
2,Y] = A, (d(G - £(2)G)) = 0.

On vient de voir qu’ils sont linéairement indépendants en z(. Il existe donc un élément (en
général non unique) ¢ de T P qui vérifie

<Ca Z(x0)> =0, <Ca Y(x0)> =1. (20)

D’apres la seconde égalité, Aﬁp (20)(¢) et Y(xp) sont linéairement indépendants; donc si
Z(zo) n’appartient pas a 'image de Ag,(xo), les vecteurs Z(zg), Y (xp) et Agy(azo)(o sont
linéairement indépendants. Si Z(z) appartient & 'image de Agg (z0), et si le rang de Aﬁp(azo)
est strictement supérieur & 2, on peut encore choisir I'élément ¢ de T,; P de maniere telle que

les trois vecteurs Z(zg), Y (zg) = AﬁP (x0) (&) et AﬁP (z0)(C) soient linéairement indépendants,
puisque la dimension de Aﬂp (z0) ((RZ (:1:0))0) est supérieure a 3.

Si par contre Z(zo) appartient & I'image de Aﬂp(mo) et si le rang de Ap(xp) est égal a 2,
on voit aisément que Ak (z) ((RZ (mo))()) est de dimension 1 et contient Z(zg); par suite,

Aﬁg(xo)(g ) est colinéaire & Z(z(). De plus on a dans ce cas, compte tenu du choix de G,

<dG(SL'0) Aﬂ .’130 > = —<C, .Z'() > = —1= —G(SL'()) = —<dG(£E0), Z($0)>,
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donc Agg(xo)(g’) = —Z(xp).

En remarquant que les flots de Y et de Z commutent localement, et que ces champs de
vecteurs définissent un feuilletage régulier de rang 2 au voisinage de xy, on peut construire,
par intégration le long des courbes intégrales de ces champs de vecteurs, une fonction F'
définie sur un voisinage de xg, qui vérifie

LY)F=1, L(Z)F=0, dF(ze)=¢, F(z)=0.

On voit alors que les fonctions F' et G vérifient les propriétés annoncées. [

5.3. Remarque.

Dans les hypotheses du lemme 5.2 on peut définir, au moyen des fonctions F' et G,
une submersion f de variétés de Poisson homogenes (au sens de la définition 2.12) d’un
voisinage de o dans P sur un voisinage de l'origine dans R? muni de sa structure de
variété de Poisson homogene canonique (5.1), appliquant z sur Porigine. Il suffit en effet
de poser

fe { (F,G) dans le cas (1),
(F,G —1) dans le cas (ii).

On remarque que la submersion de variétés de Poisson homogenes f est stricte dans le cas

(i)-

5.4. Lemme.

Soit (P, A, Z) une variété de Poisson homogeéne, et f = (f;), 1 < j < 2k, une submersion
de variétés de Poisson homogénes d’un voisinage owvert W d’un point xo de (P, A, Z) sur
un voisinage ouvert Uy de lorigine dans (R2*, Aoy, Zor,), appliquant zo sur Uorigine. La
famille de champs de vecteurs hamiltoniens admettant pour hamiltoniens les fonctions f;
engendre un feuilletage F de W, de rang 2k. On suppose W F-distingué, c’est-a-dire tel
que l’ensemble W1 des feuilles de F posséde une structure de variété et que la projection
canonique m : W — W1 soit une submersion. Alors W1 posséde une structure de variété
de Poisson homogéne unique (W1, A1, Z1) telle que 7 soit une submersion de variétés de
Poisson homogénes stricte. De plus, en restreignant éventuellement W, on peut faire en
sorte que (m, f) soit un difféomorphisme de variétés de Poisson homogénes de W, muni
de la structure de Poisson homogeéene restriction de celle de P, sur le produit Wy x Usg,
muni de la structure de Poisson homogéne produit. Le difféomorphisme de variétés de
Poisson homogeénes (m, f) est strict si et seulement si la submersion de variétés de Poisson
homogénes f est stricte. Lorsque c’est le cas, le champ d’homothéties Z1 s’annule au point
w(xo) si et seulement si le champ d’homothéties Z s’annule en xg.

Démonstration. En utilisant le fait que f = (f;), 1 < j < 2k, est un morphisme de
Poisson & valeurs dans R2*, dont la structure de Poisson est symplectique (donc partout
de rang 2k), on voit que les champs de vecteurs hamiltoniens [A, f;], 1 < j < 2k, sont
linéairement indépendants et commutent deux a deux. Ces champs de vecteurs engendrent
donc un feuilletage F de W, de rang 2k. Un théoréme de P. Libermann [7] montre que F
est symplectiquement complet, et que par suite, la variété Wi des feuilles de ce feuilletage
possede une structure de Poisson unique (W7, A1) telle que 7 soit un morphisme de variétés
de Poisson.
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La submersion f étant un morphisme de variétés de Poisson homogenes, il existe une
fonction différentiable u définie sur Uy telle que

[+Z = Zog + [Aag, u] -
On a donc, pour toute fonction différentiable h définie sur Usy,
L(Z)(f*h) = [*L(Zak + [Azk, u]) b
Posons, pour tout j (1 < j < 2k), X; = [A, f;]. D’apres le lemme 2.2, on a
(X5, Z) = [A,d(f; — £(Z) ;)] -

Chaque fonction f; étant composée de f et d’une fonction coordonnée sur Upg, 1'égalité
établie ci-dessus montre que chaque champ de vecteurs [X;, Z] est tangent aux feuilles de
F. Le champ de vecteurs Z est donc projetable par 7 sur la variété Wy des feuilles de ce
feuilletage. Soit Z; = m,Z sa projection. On a

On voit ainsi que (W1, A1, Z1) est une variété de Poisson homogene et # : W — Wp un
morphisme strict de variétés de Poisson homogenes. L’application (m, f) : W — Wy x Usg
est étale au point x(, donc en restreignant éventuellement W, on peut faire en sorte que ce
soit un difféomorphisme. Ses deux composantes étant des morphismes de variétés de Poisson
homogenes, (7, f) est un difféomorphisme de variétés homogenes, strict si et seulement si
f est strict. Dans ce cas, Z; s’annule en 7 (z¢) si et seulement si Z s’annule en zg, puisque
Z9r, s’annule a 'origine. [

5.5. Théoréeme.

Soit (P,Ap,Z) une variété de Poisson homogéne et xo un point de P. On note 2q le
rang de Ap(xg), et on suppose Z(xy) # 0. Il existe un voisinage W de xo qui s’identifie, par
un isomorphisme 1 de variétés de Poisson homogenes, a un produit Uy, X N d’un ouvert
Usyq de R4 et d’une variété de Poisson homogéne (]V, Aﬁ, Zﬁ) de dimension dim P — 2q.
La premiére projection applique v (xzo) sur lorigine de R?, et le champ de tenseurs A

s’annule au point image de Y(xo) par la seconde projection. On peut écrire, avec les
notations précisées en 5.1,

De plus,

(i) si Z n’est pas tangent a la feuille symplectique passant par xo, on peut faire en sorte
que l’isomorphisme 1 soit strict, ¢’est-a-dire (2.12) que

@b*(Z) = qu-l-Z]’\‘[’;

alors Zﬁ est non nul au point image de (o) par la seconde projection;
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(ii) si Z est tangent a la feuille symplectique passant par g, on peut faire en sorte que

O L7,

Vu(Z) = Zag — My (dn?) + Z5; = Zaq + g2 TR

et que Z5 soit nul au point image de Y(xo) par la seconde projection.

Démonstration. Pour ¢ = 0, le théoreme est trivial. Supposons ¢ > 1. En appliquant
successivement les lemmes 5.2 et 5.4, on voit qu’il existe un voisinage ouvert W de xy qui
s’identifie, par un difféomorphisme de variétés de Poisson homogenes, au produit d’une
variété de Poisson homogene (W1, A1, Z1) et d’un ouvert Us de R2, muni de sa structure de
variété de Poisson homogene canonique (5.1). Ce difféomorphisme de variétés de Poisson
homogenes est strict si ¢ > 2, ou si Z n’est pas tangent a la feuille symplectique passant
par zo. Le rang de A; au point image de xy par la projection 7 : W — W7 est 2(¢ — 1).

Si ¢ = 1, le théoréme résulte immédiatement du lemme 5.2 et de la remarque 5.3.

Si ¢ > 2, le lemme 5.2 montre qu’on peut faire en sorte que le difféfomorphisme de
variétés de Poisson homogenes qui permet d’identifier W au produit W; x R? soit strict.
Le champ Z; s’annule au point m(z) si et seulement si Z(z¢) = 0. On peut alors appliquer
a (W1, A1, Z1) le raisonnement qui précede, le rang de A1 au point 7(zp) étant maintenant
2(¢ — 1). On acheve la démonstration en répétant ¢ fois cette méme construction. [

5.6. Corollaire.

Les hypothéses sont celles de 5.4, et on note p la dimension de P. Il eriste, sur un
voisinage W de o, un systéme de coordonnées locales (z*, z#,x%), avec 1 < A\ pu < q,
n=p+q,2¢+1<a,bc<dimP, nulles au point o, dans lequel les composantes de Ap
et de Z ont les propriétés suivantes;

1. Les seules composantes éventuellement non identiquement nulles de Ap sont
AN AN b
AR = —Ap =1; AP

de plus, les composantes A?Db sont nulles au point xy et ne dépendent pas des coordonnées
locales 2, x*;

2. Les seules composantes éventuellement non identiquement nulles de Z sont:

(i) si Z n’est pas tangent a la feuille symplectique passant par xg,

A=z, 70

: g+1<A<2¢, 2¢+1<ac<p;

de plus, les composantes Z* ne s’annulent pas toutes en xo (on peut par eremple
imposer 724t (zg) =1, et ZP(x9) = 0 pour 2¢+2 < b < p), et ne dépendent pas des
coordonnées locales >, x*;

(ii) si Z est tangent a la feuille symplectique passant par xg,

Z* =z pour ¢g+1<A<2 -1, 7% = g% 4 1, Z%, 2q+1<a<p;

de plus, les composantes Z* s’annulent en xy et ne dépendent pas des coordonnées
locales x>, z*.
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Cet corollaire ne fait qu’exprimer sous une autre forme le théoréme 5.5.
Le corollaire suivant montre qu’on peut aisément s’affranchir de I’hypothese Z(xq) # 0.

5.7. Corollaire.

Soit (P,Ap,Z) une variété de Poisson homogéne, et xo un point de P. On note 2q le
rang de Ap(xo), et on suppose ¢ > 0. Il existe un voisinage ouvert W de xo qui s’identifie,
par un difféomorphisme 1 de variétés de Poisson homogeénes, au produit Usq X N d’un
voisinage ouvert Usg de lorigine de R?4 et d’une variété de Poisson homogéne (Jv, Aﬁ, Zﬁ).
La premiére projection applique v(xo) sur lorigine de R?4, et le champ de tenseurs Aﬁ
s’annule au point image de (xg) par la seconde projection. De plus, le champ de vecteurs
Z s’annule au point image de v (xo) par la seconde projection si et seulement si C (o)
est de dimension paire, c’est-a-dire si et seulement si Z est tangent en xy a la feuille
symplectique qui passe par ce point.

Démonstration. Le cas ou Z(zg) est non nul étant résolu par le théoreme 5.5, il reste
seulement & considérer celui ou Z(zg) = 0. Puisqu’on a supposé ¢ > 0, il existe une fonction
différentiable f, définie sur un voisinage de xg, telle que [Ap, f](zo) # 0. 1l suffit alors de
remplacer Z par Z + [Ap, f] et d’appliquer le théoréme 5.5. [

5.8. Remarque.

Soit (P,Ap,Z) une variété de Poisson homogene, et zy un point de P. Supposons
Z(zg) = 0 et Ap(zg) = 0, c’est-a~dire ¢ = 0. Ainsi que ’a montré Weinstein [21],
I'espace cotangent T, P possede une structure d’algebre de Lie, et I'espace tangent T, P
une structure de Poisson linéaire (structure de Poisson canonique sur le dual d’une algebre
de Lie), dont le tenseur de Poisson AL est le jet du premier ordre de Ap en xy. Le jet du
premier ordre ZX de Z en xg, qui est un champ de vecteurs linéaire sur T, P, est un champ
d’homothéties pour AL, Dans le cas ou 'algebre de Lie T, P est semi-simple, la structure de
Poisson linéaire homogene est isomorphe a la structure canonique (dans laquelle le champ
d’homothéties est Papplication identique de Ty, P). Dans le cas ou, de plus, algebre de Lie
Ty P est de type compact, on sait d’aprés un théoreme de J. Conn [1] que la structure de
Poisson de P est linéarisable, au sens de Weinstein [21], au voisinage de x. On voit alors
que cette structure est linéarisable aussi en tant que structure de Poisson homogene.

Les théoremes 5.9 et 5.11 ci-dessous et leurs corollaires 5.10 et 5.12 décrivent la structure
locale d’une variété de Jacobi, respectivement au voisinage d’un point de rang pair et d’'un
point de rang impair.

5.9. Théoréeme.

Soit (M, A, E) une variété de Jacobi de dimension m, xo un point de M, et S la feuille
de la structure de Jacobi de M passant par xy. On suppose S de dimension paire 2p. Alors
il existe un voisinage W de xo dans M qui s’identifie, par un difféomorphisme conforme
de Jacobi ¢, au produit Usp, x N d’un voisinage ouvert Uay, de lorigine dans R?P et d’une
variété de Jacobi (N, AN, En) de dimension m — 2p. Le champ de vecteurs Ey, xn et
le champ de tenseurs Ay, xn qui définissent la structure de Jacobi de Usp X N ont pour
expressions, avec les notations des formules (17) de 5.1,

Ey,,xn = En, AvyyxN = ANop + AN — Zop N En .
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Le difféomorphisme conforme de Jacobi ¢ applique xo sur (0,Zo) et SONW sur Usp, X {Zo},
avec Ty € N, et la structure de Jacobi de N est de rang nul au point xg.

Démonstration. Soit P = R x M la variété de Poisson associée a (M, A, E) au sens de la
proposition 2.7. Comme dans cette proposition, on note Ap le tenseur de Poisson de P, et
Z son champ d’homothéties. D’apres la remarque 2.6, la feuille symplectique de P passant
par le point (0, z) est de dimension 2p, et le champ de vecteurs Z n’est pas tangent & cette
feuille. D’apres le théoreme 5.5, il existe un voisinage W de (0, zo) dans P qui s’identifie au
produit Usp, x N d’un ouvert Usp de R?P et d’une variété de Poisson homogene (N A5 Z5)-

On notera (0, Zo) le point de Us, X N correspondant & (0, o) dans cette 1dent1ﬁcat10n. Le
champ de vecteurs Z et le tenseur Ap ont pour expressions:

Z =Zop+ 25 AP:A2P+AK/’

On sait de plus que A+ s’annule en Ty, tandis que Zz (7o) est non nul.
La variété de Jacobi M doit étre identifiée a la sous-variété {0} x M de P, de codimen-

sion 1. Son intersection avec W s’identifie donc & une sous-variété de codimension 1 de
Us, x N passant par (0,Z) et transverse au champ Z.
P )

Soit d’autre part N une sous-variété de codimension 1 de N passant par To et transverse
au champ 2 N D’apres la proposition 2.3, la structure de Poisson homogene de N induit
sur N une structure de Jacobi; on notera Ay et Ex le champ de tenseurs et le champ de
vecteurs qui définissent cette structure. Le rang de la structure de Poisson de N étant nul
en Tg, Ay et En sont nuls en ce point.

On a alors deux sous-variétés de codimension 1 de U, X N passant par (0,Zp) et

transverses au champ Z: 'une s’identifie a 'ouvert WNM de M , et Pautre est Uy, x N. La
structure de Poisson homogene de P induit sur la premiere, au sens de 2.3, une structure
de Jacobi qui coincide avec la structure initialement donnée sur M (proposition 2.7). Elle
induit sur la seconde une structure de Jacobi dont le champ de tenseurs Ay, xn et le champ
de vecteurs Ey,, xn ont été explicités dans le lemme 2.8. Enfin, la proposition 2.4 montre

que ces deux sous-variétés de Uy, X N sont localement difféomorphes, au voisinage du point
(0,Zp), par un difffomorphisme conforme de Jacobi. [

5.10. Corollaire.

Les hypotheses sont celles de 5.9. Il existe, au voisinage de xo, un 2-tenseur A et un
champ de vecteurs E définissant sur ce voisinage une structure de Jacobi conformément
équivalente d celle initialement donnée, et un systéme de coordonnées locales (z*, x*, x%),
avecl <\, u<p,u=p+p,2p+1<a,b,c<m, nulles au point xy et telles que les seules
composantes éventuellement non identiquement nulles de A et de E soient

AXA:_A)\le; Aab, AXa:_AaX:_x)\Ea.

?

E%;

Y

De plus, E® et A®® ne dépendent pas des coordonnées x> 1< pu<p, p=p+p, et
s’annulent au point x.

Ce corollaire n’est en effet qu’une autre formulation du théoréeme 5.9, compte tenu des
expressions de Ay, et de Zy, données en 5.1. Il précise un résultat de [3] dans lequel le

terme A avait été omis.
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5.11. Théoréme.

Soit (M, A, E) une variété de Jacobi de dimension m, xo un point de M, et S la feuille
de la structure de Jacobi de M passant par xo. On suppose S de dimension impaire 2p+ 1.
Alors il existe un voisinage W de xo dans M qui s’identifie, par un difféomorphisme de
Jacobi ¢, au produit Uspiq X N d’un voisinage ouvert Uspiq de lorigine dans | 3 R
d’une variété de Poisson homogéne (N,An,Zn) de dimension m — 2p — 1. Dans cette
identification, le champ de vecteurs E et le champ de tenseurs A ont pour expressions, avec
les notations de 5.1,

E=Eyi, A=Agypy1 +AN+ Eop1 NN

Le difféomorphisme de Jacobi ¢ applique z¢ sur (0,Z¢) et SN W sur Uspi1 X {Zo}, avec
Ty € N; le tenseur de Poisson Ay et le champ d’homothéties Z de N s’annulent au point
Zg-

Démonstration. Soit P une sous-variété de codimension 1 de M passant par zg et
transverse au champ E. On munit cette sous-variété de la structure de Poissson homogene
(P, Ap, Zp) induite, au sens de 2.9, par la structure de Jacobi de M. On sait que Ap(zo)
est de rang 2p.

Considérons d’abord le cas ou p > 0. On peut alors choisir P de maniere telle que
T, P ne contienne pas l'image de A¥(zg). L’annulateur de T, P n’est alors pas contenu
dans le noyau de A¥(xg), et par suite Zp(zo) est non nul. On peut alors appliquer & P le
théoreme 5.5: il existe un voisinage W de z¢ dans P qui s’identifie au produit Us, x N d’un
voisinage ouvert Us, de lorigine de R?? et d’une variété de Poisson homogene (N, Ay, Zn)
de dimension m — 2p — 1. Le point z( s’identifie & (0,Z), avec o € N. On sait que Ay
s’annule en zg, ainsi que Zy, puisque d’apres la remarque 2.18.3 Zp est tangent a la feuille
symplectique de P passant par xy. On a

Ap =Ayp +An; Zp="Jy+ In.

D’apres la remarque 2.10, il existe un voisinage de zy dans M qui s’identifie au produit
I x Uy, x N, ou I est un intervalle ouvert de R contenant I'origine. Le champ de vecteurs
F s’identifie au champ dont la projection sur I est égale a 1 et dont les projections sur les
deux autres facteurs sont nulles. Le tenseur A est donné par la formule (8), qui devient

A=Ay + AN+ EN(Zop + ZN) .

Mais d’aprés la remarque faite a la fin du paragraphe 5.1, I x U, s’identifie, par un
difféomorphisme de Jacobi, & un voisinage ouvert Us,yq de lorigine de R??T1 muni de
sa structure de Jacobi transitive canonique, définie par Fg,1q1 et Ag,i 1 donnés par les
formules (18). Ceci acheve la démonstration dans le cas p > 0.

Dans le cas ou p = 0, il suffit de poser (P,Ap,Zp) = (N,An,Zn). O

5.12. Corollaire.

Les hypotheéses sont celles de 5.9. Il existe une carte de M dont le domaine est un

voisinage ouvert de xo et dont les coordonnées locales, notées 20, x*, ¥, z%, avec 1 <
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Mu<p, =p+p, 2p+1<a,b,c<m—1, sont nulles au point xq et telles que les seules
composantes éventuellement non identiquement nulles de A et de E soient

AXA:—AklesipZI; AOX:—AXOZLUA; AOa:_AaO, Aab.

E%=1; :

I

De plus, A°° et A®* ne dépendent pas des coordonnées locales z°, 2*, 2#, 1 < X\, p < p,
= pu—+p, et s’annulent au point xg.

Ce corollaire n’est en effet qu’une autre formulation du théoréeme 5.11.

5.13. Remarques.

Dans les hypotheéses du théoreme 5.5, 'isomorphisme v permet d’identifier N A une sous-
variété de P passant par le point xg, contenue dans W. La structure de Poisson homogene
induite sur IV au sens de 3.10.4 n’est autre que (N, Aﬁ, Zﬁ).

De méme, dans les hypotheéses du théoreme 5.9, la structure de Jacobi induite sur N
(considérée comme sous-variété de M) au sens de 3.9, n’est autre que (N, Ay, En).

De méme encore, dans les hypotheses du théoreme 5.11, la structure de Poisson homogene

induite sur N (considérée comme sous-variété de M) au sens de 4.2, n’est autre que
(N7 AN; ZN)

6. Structure transverse d’une feuille

6.1. La notion de structure transverse.

Soit (P, Ap, Z) une variété de Poisson homogene, S une feuille symplectique de P, zp un
point de S, et N une sous-variété de P passant par zy, de dimension égale a la codimension
de S, transverse a S en xy, c’est-a-dire vérifiant

TyyP =Ty, S & Ty N .

En restreignant éventuellement N on peut supposer qu’elle vérifie, en chacun de ses points,
les propriétés du lemme 3.8. Ainsi qu’on I’a vu en 3.10.5, la structure de Poisson homogene
de P induit sur N une structure de Poisson homogene. On va montrer (théoréme 6.2) que
le germe de cette structure de Poisson homogene en zy ne dépend, a un isomorphisme
de variétés de Poisson homogenes (au sens 2.12) pres, que de la feuille S. La classe
d’équivalence (au sens de la relation d’équivalence 2.13.1) de germes de structures de Poisson
homogenes ainsi définie sera appelée structure transverse de la feuille S. Ce résultat précise,
dans le cas de variétés de Poisson homogenes, le théoréme d’A. Weinstein [21] relatif & la
structure transverse d’une feuille symplectique d’une variété de Poisson.

De méme, soit (M, A, E) une variété de Jacobi, S une feuille de la structure de Jacobi
de M, xy un point de S et N une sous-variété de M passant par zy, de dimension égale a
la codimension de S, transverse a S en xg, c’est-a-dire vérifiant

TpoM =Ty S ® Ty, N .
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En restreignant éventuellement N on peut supposer qu’elle vérifie, en chacun de ses points,
les propriétés du lemme 3.8 si S est de dimension paire, ou celles du lemme 4.1 si S est de
dimension impaire. D’apres les corollaires 3.13 et 4.6, la structure de Jacobi de M induit
sur N une structure de Jacobi si S est de dimension paire, ou une structure de Poisson
homogene si S est de dimension impaire. En utilisant le théoréeme 6.2, on montrera que le
germe de cette structure au point z¢ ne dépend, a un difféomorphisme conforme de Jacobi
pres, ou a un isomorphisme de variétés de Poisson homogenes pres, selon la parité de la
dimension de S, que de la feuille S, et non du choix du point xy de cette feuille, ni du choix
de la sous-variété transverse N. La classe d’équivalence de ce germe de structure (conforme
de Jacobi si S est de dimension paire, de Poisson homogene si S est de dimension impaire)
sera appelée structure transverse de la feuille S.

6.2. Théoréme.

Soit (P, Ap,7Z) une variété de Poisson homogéne, S une feuille symplectique de P, x1 et
xr9 deux points de S, N1 et Ny deuxr sous-variétés, de dimensions égales a la codimension
de S, transverses a S, respectivement en x, et en r9. On munit N1 et Ny, au voisinage
de x1 et de xo, respectivement, des structures de Poisson homogénes induites, au sens
de 3.10.4. Il existe un isomorphisme de variétés de Poisson homogénes ¢ (au sens 2.12)
d’un voisinage ouvert Wy de x1 dans Ny sur un voisinage ouvert Wy de xo dans Na, qui
applique x1 sur xs.

En d’autres termes, les germes, respectivement en x1 et en xa, de structures de Poisson
homogénes induites (au sens 3.10.4), respectivement sur Ny et sur N, sont isomorphes.
Leur classe d’équivalence (au sens 2.13.1) est appelée structure transverse de la feuille S.

Démonstration. Tout point de S étant accessible, a partir d’un point o de S donné, par
des produits de flots hamiltoniens, qui sont des automorphismes locaux de la structure de
Poisson homogene, il suffit d’examiner le cas ol 1 = x5 = x¢. Comme il suffit de raisonner
a isomorphisme de Poisson homogene pres, le théoreme 5.5 permet de remplacer la variété
P, au voisinage de z¢, par le produit de variétés de Poisson homogenes (Usg, Aok, Zok) X
(N, AN, Zn), olt Usy, (resp., N) est un voisinage de 'origine dans R2* (resp., dans RP~2% p
étant la dimension de P). Tout revient alors & prouver que si N; est une sous-variété passant
par l'origine telle que To N1 @ ToUszx = ToN @ TyUsg, les structures de Poisson homogenes
induites sur Ny et sur N (ou du moins leurs germes a l’origine) sont isomorphes. On sait
déja [21] qu’elles sont isomorphes comme structures de Poisson.

Pour simplifier les notations, on note avec I'indice 0 (Ag, Zp,...) les éléments relatifs a
N = Ny. La variété N; étant, au voisinage de 0, le graphe d’une application u de N dans
Usi, on note N, (t € [0,1]) le graphe de tu. La projection 7 : Ug X Ny — Ny permet
de transporter sur Ny la structure de Poisson homogene induite (au sens 3.10.4) sur Vi,
et on note (Np, Ay, Z;) cette structure. Par construction méme, toutes ces structures de
Poisson homogenes ont méme feuilletage caractéristique et méme feuilletage caractéristique
étendu. L’interpolation réalisée va permettre de mettre en oeuvre la méthode variationnelle
de Moser [14]. Soit X; le champ de vecteurs C* & parametres défini sur Ny par

Xt = —2tA£’U,*)\ y

OUN= Agp, = Zle z'tF dzt est la forme de Liouville de R?*. X, est tangent au feuilletage
caractéristique commun des structures A;. Comme X;(0) = 0, la courbe intégrale maximale
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t — fi(x) de X; issue de z est, pour = assez voisin de 0, définie sur [0, 1], et on peut, en
restreignant éventuellement V', faire en sorte que x — fi(z) soit un difféomorphisme dans

Ny pour ¢ € [0,1]. Pour prouver que (f1)«A1 = Ao, il suffit de prouver que %((ft)*At) =0.

Mais comme f; conserve feuille a feuille le feuilletage caractéristique commun des structures

d
Ay, il suffit de prouver que, pour chaque feuille symplectique X de Ny, on a 7 (( ft)*at) =0,

ou o; est la 2-forme symplectique sur ¥ associée au tenseur de Poisson A;. Il faut donc
prouver que —o; + L(X)o; = 0. La 2-forme oy est 'image par 7 de la forme symplectique
de Ny N (Usg X X), trace sur cette variété de la forme symplectique dont est munie Upg X X,

en tant que feuille symplectique de (Usg, Aax) X (No, Ag). Par suite, o; = o¢ + t2a*d\, on
on a noté u = u|2. Mais on a

E(Xt)O't = di(Xt)O't = d(2tﬂ*A) 3
puisque Ag a pour isomorphisme réciproque X — —i(X)oy, on en déduit

,C(Xt)O't -+ % = 0;

ce qui prouve que (f1)«A1 = Ag. L’application f; définit donc un (germe de) difféomor-
phisme de Poisson de (N1, Aq) sur (Np, Ag), ce qui avait été prouvé par Weinstein [21]. 11
reste a montrer que f; est un difféomorphisme homogene, autrement dit a construire, sur
un voisinage de 0 dans Ny, une fonction h telle que (f1)«Z1 — Zo = [Ao, h].

Comme f; conserve le feuilletage caractéristique étendu, on va construire h feuille par
feuille, en distinguant deux cas selon la parité de la dimension de la feuille considérée 3.
On note encore u = u‘g, par abus de notation.

a) Si la dimension de ¥ est paire, (A, Z;) induit sur & une structure symplectique
exacte de champ d’homothétie Z; (2.18.2). Cette structure est 'image, par la submersion

homogene stricte Uag, X Ng — Ny, de la structure induite sur Ny N (Usgg X f)), au sens de 3.9.
On a donc les relations

i(Zt)Ut = )\t y d)\t = 0¢, )\t == )\0 + tzﬂ*)\ .
Par suite,

—L( X)) + % = —i(Xy)or — dag(z) + 2tu* A, avec a¢(z) = (i(Xe)M\)(z).

Comme i(Z;)oy = A équivaut & AF(\,) = —Z,,
as(z) = —26(AB@*N), \) = =260 (Z,) (T*N) .

Finalement, compte tenu de la définition de X4,

S = 0 (~eon+ ) = () da).
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soit par intégration entre 0 et 1

(FTY* A1 = Ao = —dh, avec  h(zr) = /0 as(fe(z)) dt.

Comme (f1)«A1 = Ao, on a, sur ¥,

(f1)«Z1 = Zo + [Ao, h].

b) Si la dimension de 5 est impaire, la feuille Uy X S du feuilletage caractéristique
étendu de U X Ny admet, d’apres 2.18.2, une structure canonique donnée par un couple
(o,w) tel que

i(Zok + Zp)o =0, i(Zok + Zo)w =1,

la 2-forme o induisant, sur chaque feuille du feuilletage défini par @ = 0, la forme
symplectique canonique. Par suite,

82804-)\/\&)04‘60\, @:wo,

olt (3o, wo) définit la structure canonique dont est munie 3 en tant que feuille du feuilletage
caractéristique étendu de (Ng, Ag, Zp). La structure canonique de Us X X induit, au sens
de 3.9, une structure canonique sur (Usg x X) N N, Celle-ci, transportée par la submersion

homogene stricte m : U, X Ny — Ny, fournit la structure canonique (03, w;) de > comme
feuille de (A¢, Z;). On en déduit

8t:80+t2ﬂ*()\/\UJ0+d)\), Wt = Wp -

Pour calculer i(X;)d;, on remarque que pour tout vecteur Y tangent au feuilletage sym-
plectique, o; désignant la forme symplectique de la feuille correspondante,

(X))ot (V) = i(Xe)or (V) = 4i(Y)(2tu™A) .

On a donc
?;(Xt)at - 2t’lj*)\ = pwWo ,

ol p est une fonction. Puisque wy = w; et que (7)o = 0,

z(Xt)Et = 2tu*\ + at(:v)wg s

ou at(z) = —2ti(Z;)(u*A) comme précédemment. On peut donc écrire
do N
9ot _ L(X3)or = —dag(x) A wo ,
ot
ce qui entraine
d

—((f7)*5e) = —d((fi ") at) Awo,
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et, par intégration entre 0 et 1,
1
(ff )61 — 60 = —dh A wp, avec, comme ci — dessus, h(z)= / ai(fe(z))dt .
0

Comme w;(X;) = wo(X¢) =0, on a (f; )*wo = wo. Mais Y = (f1).Z1 — Zp vérifie
OJ()(Y) = O, Z(Y)(/T\() = ’l,((fl)*Zl) ((fl_l)*al + dh N UJO) ,

car i(Zy)op = 0. De méme

i((f1):Z1) ((fi ) o1) = f" (i(Z1)51) = 0.
Enfin
i((fl)*Zl)wo = (f1)+i(Z1)wr = 1.
Il en résulte que wo(Y) =0, i(Y)dy = —dh, ce qui équivaut & Y = [Ag, h.

Finalement on a construit, sur un voisinage de 0 dans Ny, une fonction h, de classe C*°,
définie par

) = =2 [ iz @ N ()t

telle que (f1)«Z1 = Zo + [Ao, h]. La preuve est donc complete. [

6.3. Remarque.

Le difféomorphisme f; est un isomorphisme de Poisson homogene strict si i(Z;)(u*A) = 0.
Il en est ainsi si Z est tangent a N;. En effet, lorsque c’est le cas, le champ de vecteurs Z
étant égal a Zy, + Zp, on a pour tout y € Ny

Tu(Zo(y)) = Zok (u(y)) -

Comme Z5; est homogene de degré 1, on a pour tout ¢

T (tu)(Zo(y)) = Zok (tu(y)),

ce qui montre que pour tout ¢, Z est tangent a N;. Par suite, Z; est la projection de Z | N,
donc Z; = Zy. On a alors

ai(x) = i(Zy) (u* ) = (Zag, A) o (tu) = 0.
Cette remarque sera utilisée ci-apres.

6.4. Théoréeme.

Soit (M, A, E) une variété de Jacobi, S une feuille de la structure de Jacobi de M, x1 et
x9 deux points de S, Ny et Ny deuxr sous-variétés, de dimensions égales a la codimension
de S, transverses a S, respectivement en x1 et en xo. On munit Ny et N, au voisinage de
r1 et de x5, respectivement,

(i) des structures de Jacobi induites au sens de 3.13, si S est de dimension paire,
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(ii) des structures de Poisson homogénes induites au sens de 4.6, si S est de dimension
mpaire.

Alors il existe un difféomorphisme ¢ d’un voisinage ouvert Wi de x1 dans Ny sur un
voisinage ouvert Wy de x9 dans No, qui applique x1 sur xa, et qui est

(i) un difféomorphisme conforme de Jacobi si S est de dimension paire,
(ii) un isomorphisme de variétés de Poisson homogeénes si S est de dimension impaire.

En d’autres termes, les germes, respectivement en x1 et en xo, des structures conformes
de Jacobi si S est de dimension paire, ou des structures de Poisson homogénes si S est de
dimension impaire, induites, au sens de 3.13 ou de 4.6, respectivement sur N1 et sur Na,
sont isomorphes. Leur classe d’équivalence est appelée structure transverse de la feuille S.

Démonstration. On distingue deux cas, selon la parité de la dimension de S.

1. Cas ou S est de dimension paire. On se ramene au cas oll £1 = Ty = T en remarquant
que tout point de S est accessible a partir d’un point x5 de S donné par un produit de
flots hamiltoniens qui sont des automorphismes locaux conformes de Jacobi. L’utilisation
du théoréme de structure locale 5.9 permet de se ramener au cas ou M = Uy, x N. 1l suffit
alors, pour prouver le théoréme, de comparer la structure de Jacobi (N, A, Z) fournie par
5.9 a celle induite au sens de 3.9 sur une sous-variété N; de M passant par 0 et transverse a
Usg. La carte de M s’obtient a partir d’une carte de la variété de Poisson homogene associée
P = R x M (notations de 5.9). Cette carte identifie P & Us, x N, ou N = R x N, et le

champ d’homothéties Z est par construction meéme tangent a N; = RxN;. La remarque 6.3
montre que N; et N sont strictement isomorphes comme variétés de Poisson homogenes.
Cet isomorphisme induit un isomorphisme de N; avec sa structure de Jacobi sur son image
N{ dans N, munie également de la structure de Jacobi induite. L’isomorphisme de Ny sur
N étant strict, Ni et N sont transverses au champ d’homothéties Z au point (0,zp). La
proposition 2.4 prouve que N et Ni sont isomorphes comme variétés conformes de Jacobi,
ce qui acheve la démonstration dans ce cas.

2. Cas ou S est de dimension impaire. 1l suffit a I’évidence de prouver le théoreme pour
deux points assez voisins de S, car 'application composée de deux difféomorphismes de
variétés de Poisson homogenes est un difféomorphisme de variétés de Poisson homogenes
(2.13.1). On peut donc se placer dans le voisinage de z¢ fourni par le théoréme 5.11 et
prouver le théoréme pour un couple (zg,z1) de points appartenant & la méme plaque du
feuilletage caractéristique. Autrement dit, on peut supposer que W = Uspy1 X N, la
structure de Jacobi de W étant définie par (Eopt1, Aopt1 + Fopi1 A Zn + An). 1l est alors
immédiat que sur la variété W le feuilletage défini par C'r (proposition 2.14), engendré
par les champs de vecteurs hamiltoniens associés a des intégrales premieres du champ de
vecteurs Fop 1, coincide avec le feuilletage caractéristique de W. Si N; est une sous-variété
passant par x1, on peut l'inclure dans une sous-variété P; transverse a F en z1 et de
codimension 1. Mais Py = Uz, X N (ol Uy est identifié au sous-espace zg = 0 de Uspy1)
est une sous-variété de Poisson également transverse a E. Py et P; étant transverses a la
meéme feuille de C'g, la proposition 2.14 montre qu’elles sont isomorphes comme variétés de
Poisson homogenes. Il suffit alors pour prouver le théoréme d’examiner le cas ol N7 est
une sous-variété de P transverse a Uy, et dans ce cas le théoréme 6.2 fournit le résultat,
ce qui acheve la démonstration. [
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6.5. Remarque.

Soit (M, A, E) une variété de Jacobi, S une feuille de sa structure, et zg un point de
S. Lorsque S est de dimension paire, le théoreme de décomposition locale 5.9 montre que
M s’identifie, au voisinage de xg, au produit d’un voisinage de xy dans S et d’une variété
de Jacobi (N, AN, En). Le théoreme 6.4 montre que la classe d’équivalence conforme de
(N,AN, En) ne dépend pas du choix du point zy dans S; on peut dire que cette classe
d’équivalence est un invariant conforme de Jacobi, attaché a la feuille S. De méme, lorsque
S est de dimension impaire, le théoreme de décomposition locale 5.11 montre que M
s’identifie, au voisinage de zg, au produit d’'un voisinage de zy dans S et d’une variété
de Poisson homogene (N, Ay, Zy). Le théoréeme 6.4 montre que cette variété de Poisson
homogene ne dépend pas du choix de o dans S. On peut dire que cette structure de
Poisson homogeéne est un invariant attaché a la feuille S.

Bibliographie

—

. J. Conn, Normal forms for smooth Poisson structures, Annals of Mathematics 121
(1985) 565-593.

2. P. Dazord, Feuilletages a singularités, Indagationes Mathematicae 47 (1985) 21-39.

3. F. Guédira et A. Lichnerowicz, Géométrie des algébres de Lie de Kirillov, J. Math.
pures et appl. 63 (1984) 407-484.

4. A. M. Justino, Propriétés du quotient d’une variété de Jacobi par un feuilletage
engendré par des automorphismes infinitésimauz, C. R. Acad. Sc. Paris 298 I (1984)
489-492.

5. A. M. Justino, Géométrie des variétés de Poisson et des variétés de Jacobi, These de

troisieme cycle, Université Pierre et Marie Curie, Paris, 1984.

6. A. Kirillov, Local Lie algebras, Russian Math. surveys 31 (1976) 55-75.

7. P. Libermann, Problémes d’équivalence et géométrie symplectique, Astérisque 107-
108 (1983) 43-69.

8. P. Libermann et C. M. Marle, Géométrie symplectique; bases théoriques de la méca-
nique, Publications mathématiques de I’Université Paris VII, Paris, 1987. Edition in
English: Symplectic geometry and analytical mechanics, D. Reidel Publishing Com-
pany, Dordrecht, 1987.

9. A. Lichnerowicz, Les variétés de Poisson et leurs algebres de Lie associées, J. Differ-
ential Geometry 12 (1977) 253-300.

10. A. Lichnerowicz Les variétés de Jacobi et leurs algébres de Lie associées, J. Math.
pures et appl. 57 (1978) 453-488.

11. A. Lichnerowicz, La géométrie des transformations canoniques, Bull. Soc. Math. de
Belgique 31 (1979) 105-135.

12. C.-M. Marle, Quelques propriétés des variétés de Jacobi, dans Géométrie symplectique
et mécanique, séminaire sud-rhodanien de géométrie (J.-P. Dufour, ed.), 125-139,
Travaux en cours, Hermann, Paris, 1985.

13. J. E. Marsden and T. Ratiu, Reduction of Poisson manifolds, Letters in Mathematical
Physics 11 (1986) 161-169.



14

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

93

J. Moser On the volume element on a manifold, Trans. Amer. Math. Soc. 120 (1965)
286-294.

R. Ouzilou, Hamiltonian actions on Poisson manifolds, in Symplectic geometry (A.
Crumeyrolle and J. Grifone, ed.), 172-183. Pitman, Boston, 1983.

J. Pradines, Graph and holonomy of singular foliations, preprint, 1984.

J. A. Schouten, On the differential operators of first order in tensor calculus, in
Convegno di Geom. Differen. Italia, 1-7. Edizioni Cremonese, Roma, 1953.

P. Stefan, Accessible sets, orbits and foliations with singularities, Proc. London Math.
Soc. 29 (1974) 699-713.

H. J. Sussmann, Orbits of families of vector fields and integrability of distributions,
Trans. Amer. Math. Soc. 180 (1973) 171-188.

A. Weinstein, Lectures on symplectic manifolds. C.B.M.S. Regional conference series
in mathematics 29, American Mathematical Society, Providence, 1977.

A. Weinstein, The local structure of Poisson manifolds, J. Differential Geometry 18
(1983) 523-557.

Adresse des auteurs:

P. Dazord, Université Claude Bernard (Lyon I), 43, Boulevard du 11 Novembre 1918,
69621 Villeurbanne Cedex.

A. Lichnerowicz, College de France, 3, rue d’Ulm, 75005 Paris.
C.-M. Marle, Université Pierre et Marie Curie, 4, place Jussieu, 75252 Paris Cedex 05.



