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1. Introduction

Les groupes de Lie-Poisson ont été considérés pour la première fois par Drinfel’d
[7] [8]. Nous nous proposons de présenter dans ce texte quelques unes de leurs très
remarquables propriétés. Les résultats que nous présentons sont déjà connus et figurent
dans la bibliographie citée, en particulier dans les très intéressants travaux de Lu [20], [21],
Lu et Weinstein [22]; seules quelques démonstrations, utilisant le crochet de Schouten,
sont peut-être nouvelles.

Le lecteur intéressé par des applications et exemples pourra consulter [5]; pour les
développements du sujet que nous n’avons pas traités, il pourra se reporter :

— pour les actions de groupes de Lie-Poisson et les transformations d’habillage, à [20],
[21], [22], [33], [37];

— pour les prolongements de la théorie aux groupöıdes symplectiques ou de Poisson,
à [6], [19], [23], [24];

— pour la cohomologie de Lichnerowicz-Poisson, à [11], [12], [13], [34], [38];

— pour les applications aux systèmes complètement intégrablmes, è [14], [15].

2. Quelques rappels

2.1. Notations et conventions.

Les variétés et applications considérées sont supposées différentiables de classe C∞.
Pour toute variété M , on note A(M) = ⊕pA

p(M) et Ω(M) = ⊕pΩ
p(M) les algèbres

graduées des champs de tenseurs contravariants antisymétriques sur M , et des formes
différentielles sur M , respectivement. Par convention, A0(M) = Ω0(M) = C∞(M,R),
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algèbre des fonctions différentiables sur M , et pour p < 0, Ap(M) = Ωp(M) = {0}. Nous
utiliserons principalement A1(M), espace des champs de vecteurs sur M , et A2(M),
espace des champs de tenseurs deux fois contravariants antisymétriques sur M .

Pour tout difféomorphisme ϕ : M → M , on notera Tϕ : TM → TM le prolongement
de ϕ aux vecteurs, et aussi son prolongement naturel aux fibrés des tenseurs contravari-
ants de tous les degrés. Si P ∈ A(M) est un champ de tenseurs sur M , on notera ϕ∗P
l’image réciproque et ϕ∗P l’image directe du champ de tenseurs P par le difféomorphisme
ϕ. On rappelle que par définition,

ϕ∗P (x) = (Tϕ)−1
(
P

(
ϕ(x)

))
, ϕ∗P (x) = (Tϕ)

(
P

(
ϕ−1(x)

))
.

Rappelons que si X est un champ de vecteurs sur M , son flot {Φt ; t ∈ R} est une
famille à un paramètre de difféomorphismes locaux de M tel que, pour tout champ de

tenseurs contravariants Q sur M , on ait
d

dt
(Φ∗

t Q) = Φ∗

t

(
L(X)Q

)
, où L(X)Q est la dérivée

de Lie de Q selon X .

Sur un groupe de Lie G, pour tout g ∈ G, on notera Lg et Rg les difféomorphismes
de G, translations, respectivement à gauche et à droite, par g; ainsi, pour tout h ∈ G,
Lgh = gh, Rgh = hg. On notera G l’algèbre de Lie de G, que l’on identifiera à l’espace
TeG, tangent à G en l’élément neutre e. On identifiera l’espace cotangent T ∗

e G au dual
G∗ de G.

2.2. Le crochet de Schouten-Nijenhuis. Soit M une variété différentiable. On rap-
pelle que l’algèbre graduée A(M) des champs de tenseurs contravariants antisymétriques
sur M est munie d’une loi de composition interne, le crochet de Schouten-Nijenhuis [30],
[31], [27], [26], [28], [16], notée (P, Q) 7→ [P, Q], dont la restriction à A1(M) est le crochet
usuel des champs de vecteurs. Le crochet de Schouten-Nijenhuis est caractérisé par les
propriétés suivantes :

Propriété 1. Pour f et g ∈ A0(M) = C∞(M,R), [f, g] = 0.

Propriété 2. Pour un champ de vecteurs X ∈ A1(M) et un champ de tenseurs Q ∈
A(M), [X, Q] est la dérivée de Lie L(X)Q de Q relativement à X .

Propriété 3. Pour P ∈ Ap(M) et Q ∈ Aq(M),

[P, Q] = −(−1)(p−1)(q−1)[Q, P ] .

Propriété 4. Pour P ∈ Ap(M), Q ∈ Aq(M) et R ∈ A(M),

[P, Q ∧ R] = [P, Q] ∧ R + (−1)(p−1)qQ ∧ [P, R] .

Le crochet de Schouten-Nijenhuis vérifie aussi les propriétés suivantes, conséquences
des propriétés 1 à 4 :

Propriété 5. Pour P ∈ Ap(M) et Q ∈ Aq(M), on a [P, Q] ∈ Ap+q−1(M).
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Propriété 6. Pour P ∈ A(M), Q ∈ Aq(M) and R ∈ Ar(M),

[P ∧ R, Q] = P ∧ [R, Q] + (−1)(q−1)r[P, Q] ∧ R .

Propriété 7. Soient P ∈ Ap(M), Q ∈ Aq(M) et R ∈ Ar(M). Le crochet de Schouten-
Nijenhuis vérifie l’identité suivante, appelée identité de Jacobi graduée,

(−1)(p−1)(r−1)
[
P, [Q, R]

]
+ (−1)(q−1)(p−1)

[
Q, [R, P ]

]
+ (−1)(r−1)(q−1)

[
R, [P, Q]

]
= 0 .

Comme le crochet de champs de vecteurs, dont il est le prolongement, le crochet de
Schouten-Nijenhuis se transporte par difféomorphisme. En particulier, si G est un groupe
de Lie, P et Q ∈ A(G) des champs de tenseurs contravariants antisymétriques sur G, et
si P et Q sont invariants à gauche (resp., à droite), leur crochet de Schouten-Nijenhuis
[P, Q] est invariant à gauche (resp., à droite). Si P est invariant à gauche et Q invariant
à droite, [P, Q] est identiquement nul.

Le lecteur intéressé par les généralisations du crochet de Schouten-Nijenhuis pourra
consulter [4].

2.3. Rappels concernant les variétés de Poisson.

1. Algèbres de Lie locales et tenseurs de Poisson. Soit M une variété différentiable
et A0(M) = C∞(M,R) l’algèbre des fonctions différentiables définies sur M , à valeurs
réelles. Une structure de Poisson sur M est une loi de composition interne bilinéaire sur
A0(M), notée (f, g) 7→ {f, g}, vérifiant les propriétés suivantes:

— cette loi de composition est antisymétrique, {g, f} = −{f, g},

— elle vérifie l’identité de Jacobi,
{
f, {g, h}

}
+

{
g, {h, f}

}
+

{
h, {f, g}

}
= 0,

— elle vérifie la formule de Leibniz, {f, g1g2} = {f, g1}g2 + g1{f, g2}.

Les structures de Poisson sont un cas particulier des structures d’algèbres de Lie
locales, qui ont été étudiées par Kirillov. Le lecteur intéressé par la géométrie des variétés
de Poisson pourra consulter [2], [3], [35], [36].

On montre que sur une variété M munie d’une structure de Poisson, il existe un unique
champ de tenseurs deux fois contravariants antisymétriques P ∈ A2(M) tel que, pour
tous f et g ∈ A0(M), {f, g} = P (df, dg). On dit que P est le tenseur de Poisson qui
définit la structure de Poisson de M . La variété M , munie de sa structure de Poisson,
de tenseur de Poisson P , est alors appelée variété de Poisson et notée (M, P ).

Réciproquement, soit P un champ de tenseurs deux fois contravariants antisymétriques
sur une variété différentiable M . Pour tout couple (f, g) de fonctions différentiables sur
M , posons {f, g} = P (df, dg). Nous définissons ainsi une loi de composition interne
sur A0(M), bilinéaire, antisymétrique et vérifiant la formule de Leibniz. Mais cette loi
de composition ne vérifie en général pas l’identité de Jacobi. A. Lichnerowicz [17] [18]
a montré que cette loi de composition vérifie l’identité de Jacobi si et seulement si le
tenseur P vérifie l’identité [P, P ] = 0, le crochet figurant dans cette expression étant
le crochet de Schouten-Nijenhuis. On peut donc dire qu’une variété de Poisson (M, P )
est une variété différentiable M , munie d’un champ de tenseurs deux fois contravariants
antisymétriques P ∈ A2(M) qui vérifie [P, P ] = 0.
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2. Produit de variétés de Poisson. Soient (M1, P1) et (M2, P2) deux variétés de
Poisson. Nous considérons les fonctions différentiables définies sur la variété produit
M1 ×M2 comme des fonctions de deux variables, la première variable parcourant M1 et
la seconde M2. Posons, pour tout couple (f, g) de fonctions différentiables sur M1 ×M2,

{f, g} = {d1f, d1g}M1
+ {d2f, d2g}M2

= P1(d1f, d1g) + P2(d2f, d2g) ,

où nous avons noté d1f et d1g les différentielles partielles de f et de g par rapport à leur
première variable, d2f et d2g leurs différentielles partielles par rapport à leur seconde
variable. On vérifie aisément que la loi de composition aisi définie fait de M1 × M2 une
variété de Poisson, appelée produit des variétés de Poisson M1 et M2.

3. Applications de Poisson. Soient (M, P ) et (N, Q) deux variétés de Poisson, et
ϕ : M → N une application différentiable de classe C∞. On dit que ϕ est une application
de Poisson si pour tout couple (f, g) de fonctions différentiables sur N ,

{f ◦ ϕ, g ◦ ϕ}M1
= {f, g}M2

◦ ϕ .

4. L’algèbre de Lie graduée des formes différentielles sur une variété de Poisson.
Soit (M, P ) une variété de Poisson. On note i(P ) : Ω(M) → Ω(M) le produit intérieur
par P , et on pose ∆ =

[
i(P ), d

]
= i(P ) ◦ d − d ◦ i(P ). Soient η ∈ Ωp(M) et ζ ∈ Ωq(M)

deux formes différentielles sur M , de degrés respectifs p et q. Posons

[η, ζ] = (−1)p
(
∆(η ∧ ζ) − (∆η) ∧ ζ − (−1)pη ∧ (∆ζ)

)
.

Remarquons que [η, ζ] est une forme différentielle de degré p + q − 1. En particulier, si
p = q = 1, [η, ζ] est de degré 1.

Nous avons ainsi défini une loi de composition interne bilinéaire sur Ω(M). J.-L. Koszul
[16] a montré qu’elle fait de cet espace une algèbre de Lie graduée [29], et du sous-espace
Ω1(M) des formes différentielles de degré 1, une algèbre de Lie. Cette structure d’algèbre
de Lie de Ω1(M) avait été déjà découverte par Magri et Morosi [25].

2.4. La dérivée intrinsèque. Soit M une variété différentiable, p un entier ≥ 0 et
P ∈ Ap(M) un champ de tenseurs contravariants antisymétriques de degré p sur M . On
suppose qu’il existe un point a ∈ M tel que P (a) = 0. Soit v ∈ TaM , et X un champ de
vecteurs sur M tel que X(a) = v. La valeur au point a de la dérivée de Lie de P selon
X , L(X)P (a), ne dépend que de P et de v. On la note daP (v). L’application linéaire
daP : TaM →

∧p
(TaM) ainsi définie est appelée dérivée intrinsèque de P au point a.

Pour l’évaluer, on peut procéder comme suit. Soient αi, 1 ≤ i ≤ p, des éléments de T ∗

a M ,
et α̃i des 1-formes différentielles sur M vérifiant α̃i(a) = αi. On a alors

daP (v)(α1, . . . , αp) =
〈
d
(
P (α̃1, . . . , α̃p)

)
(a), v

〉
.
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3. Champs multiplicatifs et groupes de Lie-Poisson

3.1. Définition. Soit G un groupe de Lie. Un champ de tenseurs P ∈ A(M) est dit
multiplicatif s’il vérifie, pour tous g et h ∈ G,

P (gh) = TLg

(
P (h)

)
+ TRh

(
P (g)

)
.

La proposition suivante indique plusieurs caractérisations équivalentes des champs
multiplicatifs.

3.2. Proposition. Soit G un groupe de Lie, p un entier ≥ 0 et P ∈ Ap(G) un
champ de tenseurs contravariants antisymétriques de degré p sur G. On lui associe les
applications Pl : G →

∧p
(G) et Pg : G →

∧p
(G) aisi définies; pour tout g ∈ G,

Pl(g) = (TLg)
−1

(
P (g)

)
, Pr(g) = (TRg)

−1
(
P (g)

)
.

Les propriétés suivantes sont alors équivalentes:

(i) le champ de tenseurs P est multiplicatif, c’est-à-dire vérifie, pour tous g et h ∈ G,

P (gh) = TLg

(
P (h)

)
+ TRh

(
P (g)

)
;

(ii) l’application Pl vérifie, pour tous g et h ∈ G,

Pl(gh) = Pl(h) + Adh−1 Pl(g) ;

(iii) l’application Pr vérifie, pour tous g et h ∈ G,

Pr(gh) = Adg Pr(h) + Pr(g) .

De plus, ces propriétés équivalentes impliquent

(iv) le champ de tenseurs P vérifie P (e) = 0 et il est tel que, pour tout champ de
vecteurs X invariant à gauche sur G, le champ de tenseurs L(X)P soit invariant à
gauche sur G;

(v) le champ de tenseurs P vérifie P (e) = 0 et il est tel que, pour tout champ de
vecteurs Y invariant à droite sur G, le champ de tenseurs L(Y )P soit invariant à
droite sur G.

Enfin, lorsque de plus le groupe de Lie G est connexe, chacune des propriétés (iv) ou
(v) implique les propriétés (i), (ii) et (iii).

Démonstration. Nous avons, pour tous g et h ∈ G,

Pl(gh) − Pl(h)−Adh−1 Pl(g)

= TL(gh)−1P (gh) − TLh−1P (h) − TLh−1 ◦ TRh ◦ TLg−1P (g)

= TL(gh)−1

(
P (gh) − TLgP (h) − TRhP (g)

)
.
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Cela prouve que les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes. Un calcul tout à fait analogue
prouve que les propriétés (i) et (iii) sont équivalentes.

Soit X un champ de vecteurs invariant à gauche sur G. Son flot n’est autre que
{Rexp(tX) ; t ∈ R}, groupe à un paramètre des translations à droite Rexp(tX). Posons,
pour tous t ∈ R, g et h ∈ G,

Q(t, g, h) =
(
R∗

exp(tX)P
)
(gh) − TLg

(
(R∗

exp(tX)P )(h)
)
.

Dérivons par rapport à t, en considérant g et h comme fixés. Nous obtenons

∂

∂t
Q(t, g, h) =

(
R∗

exp(tX)L(X)P
)
(gh) − TLg

((
R∗

exp(tX)L(X)P
)
(h)

)

= TRexp(−tX)

(
L(X)P

(
gh exp(tX)

)
− TLgL(X)P

(
h exp(tX)

))
.

Supposons la propriété (i) vérifiiée. En faisant g = h = e dans (i), nous obtenons
P (e) = 2P (e), donc P (e) = 0. En tenant compte de (i) dans l’expression de Q(t, g, h),
nous obtenons Q(t, g, h) = TRhP (g), expression qui ne dépend pas de t. Nous pouvons

donc écrire que
∂

∂t
Q(t, g, h) = 0. Nous obtenons ainsi

L(X)P
(
gh exp(tX)

)
− TLgL(X)P

(
h exp(tX)

)
= 0 ,

d’où en faisant t = 0,
L(X)P (gh)− TLgL(X)P (h) = 0 ,

ce qui exprime que L(X)P est invariant à gauche. Nous avons prouvé que la propriété
(iv) est satisfaite.

Réciproquement, supposons la propriété (iv) satisfaite, et le groupe G connexe. Nous

avons, pour tous t ∈ R, g et h ∈ G,
∂

∂t
Q(t, g, h) = 0. Nous en déduisons Q(t, g, h) =

Q(0, g, h), d’où en particulier, en faisant h = e,

TRexp(−tX)

(
P

(
g exp(tX)

)
− TLgP

(
exp(tX)

))
= P (g) − TLgP (e) = P (g) ,

puisque P (e) = 0. Ou encore,

P
(
g exp(tX)

)
= TLgP

(
exp(tX)

)
+ TRexp(tX)P (g) .

Autrement dit, la propriété (i) est satisfaite lorsque h = exp(tX). Il est facile d’en
déduire par récurrence que cette propriété est satisfaite aussi lorsque h est le produit
d’un nombre fini d’éléments de G de la forme exp(tiXi), où les ti sont des réels et les Xi

des champs de vecteurs invariants à gauche sur G. Mais le groupe G étant connexe, tout
élément h de G peut s’exprimer ainsi. La propriété (i) est donc satisfaite.

On montre de même que (i) implique (v) et que réciproquement, lorsque G est connexe,
(v) implique (i).

3.3. Corollaire. Soit G un groupe de Lie, P et Q ∈ A(G) deux champs de tenseurs
contravariants antisymétriques sur G. Si Q est multiplicatif et P invariant à gauche
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(resp., à droite), le crochet de Schouten-Nijenhuis [P, Q] est invariant à gauche (resp., à
droite).

Démonstration. Lorsque P est un champ de vecteurs, [P, Q] = L(P )Q, et il suffit
d’utiliser les propriétés (iv) et (v) de la proposition précédente. Dans le cas général, on
remarque qu’un champ de tenseurs invariant à gauche (resp., à droite) est somme d’un
nombre fini de produits extérieurs de champs de vecteurs invariants à gauche (resp., à
droite); il suffit alors d’utiliser la distributivité graduée du crochet de Schouten-Nijenhuis
relativement aux produits extérieurs.

3.4. Proposition. Soit G un groupe de Lie connexe.

1. Si deux champs de tenseurs P et Q sur E sont multiplicatifs, leur crochet de
Schouten-Nijenhuis [P, Q] est multiplicatif.

2. Un champ de tenseurs multiplicatif P sur G dont la dérivée intrinsèque deP à
l’élément neutre est nulle, est identiquement nul.

Démonstration. Soient P et Q deux champs de tenseurs multiplicatifs sur G, de
degrés respectifs p et q.

1. Les champs P et Q étant tous deux nuls au point e, leur crochet de Schouten-
Nijenhuis [P, Q] l’est aussi. Pour montrer que [P, Q] est multiplicatif il suffit, d’après
la proposition 3.2, de montrer que pour tout champ de vecteurs invariant à gauche X ,
L(X)

(
[P, Q]

)
est invariant à gauche. D’après l’identité de Jacobi graduée vérifiée par le

crochet de Schouten-Nijenhuis,

L(X)
(
[P, Q]

)
=

[
X, [P, Q]

]
= −

[
P, [Q, X ]

]
− (−1)(p−1)(q−1)

[
Q, [X, P ]

]
.

La proposition 3.2 montre que [Q, X ] et [X, P ] sont invariants à gauche, et le corollaire 3.3
que

[
P, [Q, X ]

]
et

[
Q, [X, P ]

]
le sont aussi.

2. Supposons que la dérivée intrinsèque deP soit nulle. Soit X un champ de vecteurs
invariant à gauche sur G. On a L(X)P (e) = deP

(
X(e)

)
= 0. Comme P est multiplicatif,

L(X)P est invariant à gauche; étant nul à l’élément neutre, il est identiquement nul. Mais
G étant connexe et la dérivée de Lie de P selon tout champ de vecteurs invariant à gauche
étant nulle, P est invariant à droite. Comme P (e) = 0, P est identiquement nul.

3.5. Définition. Un groupe de Lie-Poisson (G, P ) est un groupe de Lie G, muni d’une
structure de Poisson de tenseur de Poisson P , tel que la multiplication m : G × G → G,
(g, h) 7→ m(g, h) = gh, soit une application de Poisson, le produit G × G étant muni de
la structure de Poisson produit.

3.6. Proposition. Un groupe de Lie muni d’une structure de Poisson est un groupe
de Lie-Poisson si et seulement si son tenseur de Poisson est multiplicatif.

Démonstration. Soit G un groupe de Lie muni d’une structure de Poisson, et P son
tenseur de Poisson. La multiplication m : G × G → G est une application de Poison si
et seulement si, pour tous g et h ∈ G et tous α et β ∈ T ∗

ghG,

PG×G(g, h)( tT(g,h)mα, tT(g,h)mβ) = P (gh)(α, β) ,
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où PG×G désigne le tenseur de Poisson de G × G, pour la structure de Poisson produit.
Pour tout (u, v) ∈ T(g,h)(G × G) = TgG × ThG, on a

T(g,h)m(u, v) = TRhu + TLgv .

On en déduit, par transposition,

tT(g,h)mα = ( tTRhα, tTLgα) , tT(g,h)mβ = ( tTRhβ, tTLgβ) .

Compte tenu de l’expression de PG×G, on obtient

PG×G(g, h)( tT(g,h)mα, tT(g,h)mβ) = P (g)( tTRhα, tTRhβ) + P (h)( tTLgα, tTLgβ)

=
(
TRh

(
P (g)

)
+ TLg

(
P (h)

))
(α, β) .

On conclut que le produit m est une application de Poisson si et seulement si, pour tous
g et h ∈ G, P (gh) = TRh

(
P (g)

)
+ TLg

(
P (h)

)
, c’est-à-dire si et seulement si le tenseur

de Poisson P est multiplicatif.

4. Groupes de Lie-Poisson et cocycles d’algèbres de Lie

Nous allons voir dans ce paragraphe que la dérivée intrinsèque en l’élément neutre
d’un champ de 2-tenseurs multiplicatif sur un groupe de Lie est un cocycle d’algèbre de
Lie. Puis nous établirons des conditions nécessaires et suffisantes pour que ce champ soit
de Poisson.

4.1. Proposition. Soit G un groupe de Lie, G son algèbre de Lie.

1. Soit P ∈ A2(G) un champ de tenseurs deux fois contravariants antisymétriques
sur G. On suppose P multiplicatif. La dérivée intrinsèque π = deP de P en l’élément
neutre est un 1-cocycle de l’algèbre de Lie G, à valeurs dans G ∧G, pour la représentation
adjointe. Cela signifie que pour tous X et Y ∈ G,

π
(
[X, Y ]

)
= adX

(
π(Y )

)
− adY

(
π(X)

)
.

2. Réciproquement, soit π : G → G ∧ G un 1-cocycle de l’algèbre de Lie G, à valeurs
dans G ∧ G, pour la représentation adjointe. On suppose le groupe de Lie G connexe et
simplement connexe. Alors il existe un unique champ de tenseurs multiplicatif P ∈ A2(G)
tel que deP = π.

Démonstration.

1. Posons, pour tout g ∈ G, Pr(g) = TRg−1

(
P (g)

)
. D’après la proposition 3.2, Pr

vérifie, pour tous g et h ∈ G,

Pr(gh) = Adg Pr(h) + Pr(g) ,
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ce qui exprime que Pr est un 1-cocycle du groupe de Lie G, à valeurs dans G ∧ G, pour
la représentation adjointe. Soient X ∈ TeG = G, α et β ∈ T ∗

e G = G∗. On prolonge X

en un champ de vecteurs X̃, invariant à gauche, α et β en des formes de Pfaff α̃ et β̃,
invariantes à droite, sur le groupe G. On a

deP (X)(α, β) =
〈
d
(
P (α̃, β̃)

)
(e), X

〉
.

Mais puisque α̃ et β̃ sont invariantes à droite,

P (α̃, β̃)(g) = TRg−1

(
P (g)

)(
α̃(e), β̃(e)

)
= Pr(g)(α, β) ,

et par suite,

deP (X)(α, β) =
d

dt
Pr

(
exp(tX)

)∣∣
t=0

(α, β) = TePr(X)(α, β) .

Nous voyons ainsi que π = deP = TePr est déduit du 1-cocycle Pr du groupe de Lie G
par différentiation à l’élément neutre. Les relations bien connues entre les cocycles d’un
groupe de Lie et les cocycles de son algèbre de Lie montrent que π = deP est un 1-cocycle
de l’algèbre de Lie G.

2. Puisque G est connexe et simplement connexe, il existe un 1-cocycle unique Pr

de G, à valeurs dans G ∧ G, pour la représentation adjointe, tel que TePr = π. Posons,
pour tout g ∈ G, P (g) = TRg

(
Pr(g)

)
. On voit aisément que P est un champ de tenseurs

multiplicatif sur G, et que deP = π.

Le théorème suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’un 2-tenseur
multiplicatif sur un groupe de Lie soit un tenseur de Poisson. Il montre aussi que si
(G, P ) est un groupe de Lie-Poisson, la donnée de la structure de Poisson P détermine,
de manière naturelle, une structure d’algèbre de Lie sur le dual G∗ de l’algèbre de Lie G
de G.

4.2. Théorème. Soit G un groupe de Lie et P ∈ A2(G) un champ de 2-tenseurs
multiplicatif sur G. On pose, pour tous X ∈ TeG = G, α et β ∈ T ∗

e G = G∗,

〈
[α, β]P , X

〉
= deP (X)(α, β) .

La loi de composition interne (α, β) 7→ [α, β]P ainsi définie sur G∗ est bilinéaire et an-
tisymétrique. Si, de plus, (G, P ) est un groupe de Lie-Poisson, c’est-à-dire si P est un
tenseur de Poisson, cette loi de composition satisfait l’identité de Jacobi, et fait de G∗

une algèbre de Lie.

Réciproquement, si G est connexe et si la loi de composition (α, β) 7→ [α, β]P satisfait
l’identité de Jacobi, P est un tenseur de Poisson, et (G, P ) un groupe de Lie-Poisson.

Démonstration. Supposons P de Poisson, et notons (f, g) 7→ {f, g} le crochet de
Poisson correspondant. Soient Me le sous-espace vectoriel de A0(G) = C∞(G,R) formé
par les fonctions qui s’annulent en l’élément neutre e, et M2

e le sous-espace vectoriel
engendré par les fonctions qui sont le produit de deux éléments de Me. Si deux fonctions
f et g s’annulent en e, leur crochet de Poisson {f, g} s’annule aussi en e; donc Me est
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une sous-algèbre de Lie de C∞(G,R) pour le crochet de Poisson. La formule de Leibniz
{f, gh} = {f, g}h + g{f, h} montre que M2

e est un idéal de l’algèbre de Lie C∞(G,R).
Comme de plus M2

e ⊂ Me, l’espace quotient Me/M
2
e est une algèbre de Lie. Or ce

quotient s’identifie, de manière naturelle, à G∗ = T ∗

e G, si l’on convient d’associer, à un
élément α de G∗, la classe modulo M2

e des fonctions f qui vérifient f(e) = 0 et df(e) = α.
Vérifions que le crochet (α, β) 7→ [α, β] de l’algèbre de Lie Me/M

2
e, ainsi identifiée à G∗,

cöıncide avec le crochet (α, β) 7→ [α, β]P de l’énoncé. Soient donc α et β deux éléments
de T ∗

e G, f et g deux fonctions vérifiant f(e) = g(e) = 0, df(e) = α, dg(e) = β. Nous
avons, pour tout X ∈ TeG = G,

〈
[α, β], X

〉
=

〈
d{f, g}(e), X

〉
=

d

dt

(
{f, g}

(
exp(tX)

))∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
P (df, dg)

(
exp(tX)

))∣∣∣
t=0

= deP (X)(α, β)

=
〈
[α, β]P , X

〉
.

Réciproquement, supposons que la loi de composition (α, β) 7→ [α, β]P vérifie l’identité
de Jacobi, et que le groupe de Lie G soit connexe. Pour tout triplet (f, g, h) de fonctions
différentiables sur G nous avons, d’après les propriétés du crochet de Schouten-Nijenhuis,

[P, P ](df, dg, dh) = −2S(f, g, h) ,

avec

S(f, g, h) =
{
f, {g, h}

}
+

{
g, {h, f}

}
+

{
h, {f, g}

}

= P
(
df, d

(
P (dg, dh)

))
+ P

(
dg, d

(
P (dh, df)

))
+ P

(
dh, d

(
P (df, dg)

))
.

Posons α = df(e), β = dg(e), γ = dh(e), et notons X un élément de G. Puisque P est
multiplicatif, [P, P ] l’est aussi (proposition 3.4), donc s’annule à l’élément neutre. Pour
calculer de[P, P ](X)(α, β, γ), il suffit de prendre la valeur de [P, P ](df, dg, dh) au point
exp(tX), de dériver par rapport à t et de faire t = 0. Nous obtenons ainsi

de[P, P ](X)(α, β, γ) = −2
d

dt

(
S(f, g, h)

(
exp(tX)

))∣∣∣
t=0

= −2
〈[

α, [β, γ]P
]
P

+
[
β, [γ, α]P

]
P

+
[
γ, [α, β]P

]
P
, X

〉

= 0 ,

puisque par hypothèse la loi de composition (α, β) 7→ [α, β]P satisfait l’identité de Jacobi.
Nous avons prouvé que la dérivée intrinsèque de[P, P ] de [P, P ] à l’élément neurtre est
nulle. Comme [P, P ] est multiplicatif, la proposition 3.4 montre qu’il est identiquement
nul, donc que P est un tenseur de Poisson.

4.3. Remarques. Soit (G, P ) un groupe de Lie-Poisson. D’après le théorème
précédent, le dual G∗ de l’algèbre de Lie G de G est muni d’une structure d’algèbre
de Lie de crochet noté (α, β) 7→ [α, β]P , déterminée par P . Cette structure n’est autre
que celle associée à la linéarisation, en l’élément neutre, de la structure de Poisson P (voir
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par exemple [36] ou [9]). D’autre part, on sait (voir [1], [16] et, pour une généralisation,
[10]) que l’espace vectoriel gradué des formes différentielles sur une variété de Poisson
possède une structure d’algèbre de Lie graduée, le sous-espace des 1-formes étant stable
par crochet, donc formant une algèbre de Lie. La structure de Poisson P détermine
donc sur l’espace Ω(G) des formes différentielles sur G une structure d’algèbre de Lie
graduée, et sur l’espace Ω1(G) des formes différentielles de degré 1 sur G, une structure

d’algèbre de Lie. Nous noterons (α̃, β̃) 7→ [α̃, β̃] le crochet correspondant. L’espace G∗

peut, de deux manières différentes, toutes deux naturelles, être identifié à un sous-espace
vectoriel de Ω1(M); on peut en effet faire correspondre à un élément α (resp., β) de

G∗ = T ∗

e G, soit la 1-forme α̃R (resp., β̃R) invariante à droite sur G vérifiant α̃R(e) = α

(resp., β̃R(e) = β), soit la 1-forme α̃L (resp., β̃L) invariante à gauche sur G vérifiant

α̃L(e) = α (resp., β̃L(e) = β). On peut, assez aisément, établir les résultats suivants:

— la 1-forme [α̃R, β̃R] est invariante à droite, et la 1-forme [α̃L, β̃L] invariante à gauche;

— on a

[α, β]P = [α̃R, β̃R](e) = −[α̃L, β̃L](e) .

La proposition suivante montre que l’algèbre de Lie G d’un groupe de Lie-Poisson
(G, P ) et son espace dual G∗, muni de la structure d’algèbre de Lie définie dans le
théorème 4.2, jouent des rôles symétriques. Elle montre aussi que cette symétrie s’étend,
sous certaines réserves, au niveau des groupes eux-mêmes.

4.4. Proposition. Soit (G, P ) un groupe de Lie-Poisson. On note π = deP la
dérivée intrinsèque de P en l’élément neutre, et on munit le dual G∗ de G de la structure
d’algèbre de Lie définie par le crochet (α, β) 7→ [α, β]P introduit dans le théorème 4.2.
Soit ̟ : G∗ → G∗∧G∗ l’application linéaire donnée par l’expression, dans laquelle α ∈ G∗,
X et Y ∈ G,

̟(α)(X, Y ) =
〈
α, [X, Y ]

〉
.

1. L’application π est un 1-cocycle de l’algèbre de Lie G, à valeurs dans G∧G, pour la
représentation adjointe, et l’application ̟ un 1-cocycle de l’algèbre de Lie G∗, à valeurs
dans G∗ ∧ G∗, pour la représentation adjointe.

2. Soit G∗ le groupe de Lie connexe et simplement connexe ayant G∗ pour algèbre de
Lie. Il existe un tenseur de Poisson multiplicatif unique P ∗ sur G∗, faisant de (G∗, P ∗)
un groupe de Lie-Poisson, dont la dérivée intrinsèque deP

∗ en l’élément neutre est égale
à ̟. On dit que (G∗, P ∗) est le groupe de Lie-Poisson dual de (G, P ).

Démonstration. Pour tous α et β ∈ G∗ et tous X et Y ∈ G, on a

π
(
[X, Y ]

)
(α, β) =

〈
[α, β]P , [X, Y ]

〉
= ̟

(
[α, β]P

)
(X, Y ) .

On sait déjà (proposition 4.1) que π = deP est un 1-cocycle de l’algèbre de Lie G. On a
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donc
π
(
[X, Y ]

)
(α, β) =

(
adX π(Y ) − adY π(X)

)
(α, β)

= π(Y )(− ad∗

X α, β) + π(Y )(α,− ad∗

X β)

− π(X)(− ad∗

Y α, β) − π(X)(α,− ad∗

Y β)

= −
〈
[ad∗

X α, β]P , Y
〉
−

〈
[α, ad∗

X β]P , Y
〉

+
〈
[ad∗

Y α, β]P , X
〉

+
〈
[α, ad∗

Y β]P , X
〉

= −〈ad∗

X α, ad∗

β Y 〉 + 〈ad∗

X β, ad∗

α Y 〉

+ 〈ad∗

Y α, ad∗

β X〉 − 〈ad∗

Y β, ad∗

α X〉

=
〈
α, [X, ad∗

β Y ]
〉
−

〈
β, [X, ad∗

α Y ]
〉

−
〈
α, [Y, ad∗

β X ]
〉

+
〈
β, [Y, ad∗

α X ]
〉

= ̟(α)(X, ad∗

β Y ) − ̟(β)(X, ad∗

α Y )

− ̟(α)(Y, ad∗

β X) + ̟(β)(Y, ad∗

α X)

=
(
− ad∗

β ̟(α) + ad∗

α ̟(β)
)
(X, Y ) .

En définitive, on a obtenu

̟
(
[α, β]P

)
(X, Y ) =

(
adα ̟(β) − adβ ̟(α)

)
(X, Y ) ,

qui exprime que ̟ est un 1-cocycle de l’algèbre de Lie G∗, à valeurs dans G∗ ∧ G∗, pour
la représentation coadjointe.

2. La proposition 4.1 s’applique au groupe G∗, et prouve l’existence d’un champ
de tenseurs multiplicatif P ∗ ∈ A2(G∗) tel que deP

∗ = ̟. Appliquant alors à G∗ le
théorème 4.2 on définit sur G, considéré comme espace dual de G∗, une loi de composition
en posant, pour tous X et Y ∈ G, α ∈ G∗,

〈
[X, Y ]P ∗ , α

〉
= deP

∗(α)(X, Y ) = ̟(α)(X, Y ) =
〈
α, [X, Y ]

〉
.

On a donc [X, Y ]P ∗ = [X, Y ]; la loi de composition définie sur G par P ∗ cöıncide avec son
crochet d’algèbre de Lie, donc vérifie l’identité de Jacobi. Le théorème 4.2 nous permet
alors d’affirmer que P ∗ est un tenseur de Poisson, donc que (G∗, P ∗) est un groupe de
Lie-Poisson.

4.5. Remarque. Supposons G connexe, les autres hypothèses étant celles de la
proposition précédente. Les rôles des groupes de Lie-Poisson (G, P ) et (G∗, P ∗) sont
presque parfaitement symétriques : le second (G∗, P ∗) est le dual du premier, et le dual
du second est le groupe de Lie connexe et simplement connexe G∗∗ ayant même algèbre
de Lie que G, muni de la structure de Poisson image réciproque de P par l’application
de revêtement G∗∗ → G. Si le groupe G est connexe et simplement connexe, la symétrie
est tout à fait parfaite : chacun des deux groupes de Lie-Poisson (G, P ) et (G∗, P ∗) est
le dual de l’autre.

La proposition suivante souligne la symétrie des rôles des algèbres de Lie G et G∗, et
introduit la notion de bigèbre de Lie.
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4.6. Proposition. Soit G un espace vectoriel réel de dimension finie, et G∗ son dual.
On suppose que G et G∗ sont tous deux munis d’une structure d’algèbre de Lie. Alors
les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) l’application π : G → G ∧ G, définie, pour X ∈ G, α et β ∈ G∗, par

π(X)(α, β) =
〈
[α, β], X

〉
,

est un 1-cocycle de G à valeurs dans G ∧ G, pour la représentation adjointe;

(ii) l’application ̟ : G∗ → G∗ ∧ G∗, définie, pour α ∈ G∗, X et Y ∈ G, par

̟(α)(X, Y ) =
〈
α, [X, Y ]

〉
,

est un 1-cocycle de G∗ à valeurs dans G∗ ∧ G∗, pour la représentation adjointe.

Lorsque ces deux propriétés sont satisfaites, on dit que (G,G∗) est une bigèbre de Lie.

Démonstration. Nous avons, pour tous X et Y ∈ G, α et β ∈ G∗,

π
(
[X, Y ]

)
(α, β) =

〈
[α, β], [X, Y ]

〉
= ̟

(
[α, β]

)
(X, Y ) .

Lors de la démonstration de la proposition 4.4, nous avons prouvé que les propriétés (i)
et (ii) étaient équivalentes, car chacune d’elles est vérifiée si et seulement si, pour tous
X et Y ∈ G et tous α et β ∈ G∗, on a l’égalité, dans laquelle les éléments de G et de G∗

jouent des rôles parfaitement symétriques,

〈
[α, β], [X, Y ]

〉
= −〈ad∗

X α, ad∗

β Y 〉 + 〈ad∗

X β, ad∗

α Y 〉

+ 〈ad∗

Y α, ad∗

β X〉 − 〈ad∗

Y β, ad∗

α X〉 .

4.7 Théorème. Soit (G,G∗) une bigèbre de Lie. Sur l’espace somme directe G ⊕G∗,
on définit une loi de composition interne en posant, pour tous (X+α) et (Y +β) ∈ G⊕G∗,

[
(X + α), (Y + β)

]
=

(
[X, Y ] + ad∗

α Y − ad∗

β X
)

+
(
[α, β] + ad∗

X β − ad∗

Y α
)
.

Muni de cette loi de composition, G ⊕ G∗ est une algèbre de Lie, dont G (identifié à
G ⊕ {0}) et G∗ (identifié à {0} ⊕ G∗) sont des sous-algèbres de Lie. De plus, posons

(
(X + α)

∣∣ (Y + β)
)

= 〈α, X〉+ 〈β, Y 〉 .

On définit ainsi un produit scalaire pseudo-euclidien non dégénéré sur G ⊕ G∗, invariant
par la représentation adjointe. Les sous-espaces G et G∗ de G ⊕ G∗ sont supplémentaires
et isotropes pour ce produit scalaire.

Démonstration. Les propriétés indiquées se vérifient sans difficulté, moyennant quel-
ques calculs.

Le théorème qui suit est une réciproque du théorème précédent.

4.8. Théorème (Manin). Soit (G,G+,G−) un triplet d’algèbres de Lie de dimensions
finies ayant les propriétés suivantes :
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— les algèbres de Lie G+ et G− sont des sous-algèbres de Lie de G, et en tant qu’espace
vectoriel, G = G+ ⊕ G−;

— il existe sur G un produit scalaire pseudo-euclidien non dégénéré, invariant par la
représentation adjointe, pour lequel G+ et G− sont des sous-espaces isotropes.

Alors (G+,G−) est une bigèbre de Lie; le crochet sur l’algèbre de Lie G = G+ ⊕ G−

s’exprime, au moyen des crochets sur G+ et G− et de leurs représentations coadjointes,
comme indiqué dans le théorème 4.7, (G étant remplacé par G+ et G∗ par G−). On dit
que (G,G+,G−) est un triplet de Manin.

Démonstration. Ces propriétés se vérifient sans difficulté, moyennant quelques cal-
culs.

5. Groupes de Lie-Poisson et matrices R

5.1. Cocycles et cobords d’un groupe de Lie. Soit G un groupe de Lie, et
P ∈ A2(G) un champ de 2-tenseurs multiplicatif sur G. D’après 3.2, l’application PR :
G → G ∧ G, PR(g) = TRg−1

(
P (g)

)
, vérifie, pour tous g et h ∈ G,

PR(gh) = Adg PR(h) + PR(g) .

On dit que PR est un 1-cocycle du groupe G, à valeurs dans G∧G, pour la représentation
adjointe. Nous avons d’ailleurs utilisé cette propriété lors de la démonstration de 4.1.

Parmi les 1-cocycles du groupe G, les plus faciles à trouver sont les 1-cobords. Rap-
pelons qu’une 0-cochâıne de G à valeurs dans G ∧ G est tout simplement un élément R
de G ∧ G, et que le cobord de cette cochâıne est l’application ∂R : G → G ∧ G,

∂R(g) = Adg R − R .

L’application ∂R ainsi définie est automatiquement un 1-cocycle de G. Le lemme de
Whitehead permet même d’affirmer que si le groupe G est semi-simple, tous les 1-cocycles
de G à valeurs dans G ∧ G sont de la forme ∂R, pour un certain élément R de G ∧ G. Il
est donc naturel de s’intéresser aux champs de 2-tenseurs multiplicatifs P sur G, de la
forme

P (g) = TRg(Adg R − R) = TLgR − TRgR ,

où R est un élément de G ∧ G, souvent appelé matrice R [32].

Le théorème suivant indique des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un champ
de 2-tenseurs P de cette forme, sur le groupe de Lie G, soit de Poisson, et par suite, pour
que (G, P ) soit un groupe de Lie-Poisson.

5.2. Théorème de Drinfel’d [7] [8]. Soit G un groupe de Lie, G son algèbre de Lie
et R un élément de G ∧G. On note RL et RR les champs de 2-tenseurs sur G, invariants,
respectivement à gauche et à droite, dont la valeur en l’élément neutre est R, et on pose
P = RL − RR :

RL(g) = TLgR , RR(g) = TRgR , P (g) = TLgR − TRgR .
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Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) le champ de tenseurs P est de Poisson, donc (G, P ) est un groupe de Lie-Poisson;

(ii) le crochet de Schouten-Nijenhuis [RL, RL], qui est automatiquement invariant à
gauche, est aussi invariant à droite;

(iii) le crochet de Schouten-Nijenhuis [RR, RR], qui est automatiquement invariant à
droite, est aussi invariant à gauche.

Lorsqu’elles sont vérifiées, ces trois propriétés équivalentes impliquent :

(iv) pour tout champ de vecteurs X invariant à gauche sur G, L(X)[RL, RL] = 0;

(v) pour tout champ de vecteurs Y invariant à droite sur G, L(Y )[RR, RR] = 0.

Enfin, lorsque le groupe G est connexe, chacune des propriétés (iv) ou (v) implique
les propriétés (i), (ii) et (iii).

Démonstration. Nous avons

[P, P ] = [RL − RR, RL − RR] = [RL, RL] + [RR, RR] ,

car le crochet de Schouten-Nijenhuis d’un champ de tenseurs invariant à gauche (comme
RL) et d’un champ de tenseurs invariant à droite (comme RR) est identiquement nul. On
sait que P est multiplicatif, donc (proposition 3.4) [P, P ] l’est aussi, et par suite, s’annule
en l’élément neutre. De plus, [RL, RL] est invariant à gauche et [RR, RR] invariant à
droite.

Si P est de Poisson, [P, P ] est identiquement nul, donc invariant à droite, donc
[RL, RL] = [P, P ] − [RR, RR] est invariant à droite. Réciproquement, si [RL, RL] est in-
variant à droite, [P, P ] = [RL, RL]+ [RR, RR] l’est aussi, et comme il est nul en l’élément
neutre, il est identiquement nul, et P est de Poisson. Nous avons prouvé que (i) et (ii)
sont équivalentes. On montre de même que (i) et (iii) sont équivalentes.

Supposons les propriétés (i), (ii) et (iii) satisfaites. Le flot d’un champ de vecteurs
invariant à gauche X est le groupe à un paramètre de translations à droite Rexp(tX),
t ∈ R. Comme [RL, RL] est invariant à droite, sa dérivée de Lie L(X)[RL, RL] est nulle.
La propriété (iv) est donc vérifiée. On montre de même que la propriété (v) est vérifiée.

Supposons le groupe G connexe et la propriété (iv) vérifiée. Alors [RL, RL] est invari-
ant par les translations à droite de la forme Rexp(tX), avec t ∈ R et X ∈ G. Mais tout
élément de G est produit d’un nombre fini d’éléments de la forme exp(tiXi), avec ti ∈ R,
Xi ∈ G. Donc [RL, RL] est invariant à droite. Nous avons prouvé que la propriété (ii)
est vérifiée. On montre de même que si G est connexe et si la propriété (v) est vérifiée,
la propriété (iii) est vérifiée.

5.3. Remarques.

1. Associons à l’élément R de G ∧ G l’application linéaire R♯ : G∗ → G définie par

〈β, R♯α〉 = R(α, β) , α et β ∈ G∗ .

Moyennant quelques calculs utilisant les propriétés du crochet de Schouten-Nijenhuis,
on peut exprimer les valeurs en l’élément neutre des crochets [RL, RL] et [RR, RR] en
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termes purement algébriques, ne faisant intervenir que R♯ et le crochet de l’algèbre de
Lie G. On trouve :

[RL, RL](e)(α, β, γ) = −[RR, RR](e)(α, β, γ)

=
〈
α, [R♯β, R♯γ]

〉
+

〈
β, [R♯γ, R♯α]

〉
+

〈
γ, [R♯α, R♯β]

〉
.

Lorsque, pour tous α, β et γ ∈ G∗, l’élément R de G ∧ G satisfait l’équation, appelée
équation de Yang-Baxter classique,

〈
α, [R♯β, R♯γ]

〉
+

〈
β, [R♯γ, R♯α]

〉
+

〈
γ, [R♯α, R♯β]

〉
= 0 ,

les champs de tenseurs [RL, RL] et [RR, RR] sont nuls en l’élément neutre; comme ils
sont invariants, respectivement à gauche et à droite, ils sont identiquement nuls. Les
conditions d’application du théorème 5.2 sont donc satisfaites, et (G, P = RL − RR) est
un groupe de Lie-Poisson.

2. Soit X ∈ TeG = G, Q ∈
∧q

G. Désignons par XL et QL (resp., XR et QR) les
champs de vecteurs et de tenseurs sur le groupe de Lie G, invariants à gauche (resp., à
droite), qui prennent en l’élément neutre les valeurs X et Q, respectivement. Il est facile
de vérifier que L(XL)QL et L(XR)QR sont des champs de q-tenseurs invariants, respec-
tivement à gauche et à droite, dont les valeurs en l’élément neutre sont, respectivement,
adX Q et − adX Q. En d’autres termes, on a

L(XL)QL = (adX Q)L , L(XR)QR = −(adX Q)R .

En appliquant cette remarque à QL = [RL, RL], ou à QR = −[RR, RR], nous voyons
que les propriétés (iv) et (v) du théorème 5.2 peuvent s’exprimer sous la forme suivante,
purement algébrique,

(iv’) pour tout X ∈ G, adX

(
[RL, RL](e)

)
= 0;

(v’) pour tout Y ∈ G, adY

(
[RR, RR](e)

)
= 0.
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[30] Schouten, J. A., Über Differentialkonkomitanten zweier kontravarianter Größen.
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