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Résuḿe

Cet article se propose d’indiquer les concepts de base de la théorie des systèmes dynamiques,
dus pour la plupart à Henri Poincaré : trajectoires, orbites (en particulier orbites périodiques),
portrait de phases, ensembles limites, générateur ou générateur infinitésimal, points d’équilibre.
Quelques résultats importants, comme le théorème de Poincaré-Bendixson, sont énoncés.

Qu’appelle-t-on syst̀eme dynamique ?

La théorie mathématique des systèmes dynamiques a pour origine l’étude de certains systèmes
physiques dont l’état, à un instant donné, détermine les états successifs à tous les instants ultérieurs.
Afin de permettre au lecteur d’en avoir une idée intuitive, nous allons considérer un exemple étudié
en Mécanique céleste : le système solaire. Il semble raisonnable, au moins en première approx-
imation, de ne considérer que les dix planètes principales (Soleil, Mercure, Vénus, Terre, Mars,
Jupiter, Saturne, Uranus, Neptune, Pluton), et de les traiter comme des points matériels, comme
si toute la masse de chaque planète était concentrée en unpoint, son centre de masse ; leurs di-
mensions sont en effet très petites comparées aux distances qui les séparent. Nous supposerons
aussi que la masse de chacune des planètes reste invariableau cours du temps (ce qui n’est vrai
qu’en première approximation, la masse du Soleil variant très lentement en raison des réactions
nucléaires qui ont lieu en son sein, l’énergie produite par ces réactions s’échappant sous forme
de rayonnement, et des pertes de matière lors des éruptions solaires, et les masses des planètes
pouvant varier aussi en raison de la perte d’une partie de leurs atmosphères, des éruptions vol-
caniques et des chutes de météorites). C’est donc un modèle simplifié du système solaire vrai
qu’étudie la Mécanique céleste ; mais pour alléger le langage, nous appeleronsSyst̀eme solairece
modèle simplifié.

Il convient de bien préciser ce qu’on appelleétat du système à un instant donné. La con-
naissance, à cet instant, despositionsdans l’espace des dix points matériels représentant les dix
planètes ne suffit pas : il faut connaı̂tre aussi lavitesse(évaluée relativement à un référentiel
galiléen choisi une fois pour toutes), à l’instant considéré, de chacun de ces points matériels ;
autremet dit, paŕetat du système, il faut entendréetat cińematique. L’ état de notre modèle sim-
plifié de système solaire à un instant donné est donc constitué par la donnée de dix points dis-
tincts de l’espace physique (les positions des dix planètes) et de dix vecteurs de cet espace (les
vitesses des planètes). Cet ensemble est appeléespace deśetats cińematiques(ou parfoisespace
des phases) de notre modèle de système solaire, et notéΩ.

Nous devons aussi choisir comment représenter mathématiquement l’espace et le temps phy-
siques. Comme il est d’usage en Mécanique classique (non relativiste) l’espace physique sera,
grâce au choix d’une unité de longueur, assimilé à un espace affine euclidien de dimension 3,
et le temps physique, grâce au choix d’une origine et d’une unité de temps, à l’ensembleR des
nombres réels.
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La dimension de l’ensembleΩ des états cinématiques du système solaire est donc 10× 3+
10×3= 60. L’évolution de l’état de ce système au cours du temps est représentée par une courbe,
tracée dansΩ, paramétrée par le temps. Depuis Newton, on connaı̂t les ´equations qui régissent
cette évolution, et on sait, sinon les résoudre explicitement, du moins prouver l’existence et l’u-
nicité de la solution maximale (c’est-à-dire définie surl’intervalle de temps le plus grand possible)
satisfaisant une donnée initiale spécifiée, c’est-à-dire passant, à un instant initialt0, par un élément
(nous dirons souvent, par abus de langage, unpoint) donnéx0 deΩ. On sait aussi déterminer ap-
proximativement par calcul cette solution maximale : l’existence des éphémérides en est la preuve.

Les solutions maximales ne sont pas toujours définies pour toutes les valeurs du temps car
lorsque celui-ci varie, soit vers le passé, soit vers le futur, il arrive qu’on atteigne un instant critique
où le système change de nature, soit parce que les points représentatifs de deux planètes distinctes
deviennent confondus (on dit alors qu’il y acollision des deux planètes si cela arrive lorsque
le temps croı̂t, oúejectiond’une planète par une autre si cela arrive lorsque le temps décroı̂t),
soit parce qu’une des planètes s’éloigne à l’infini. Les seules équations de la mécanique céleste
ne peuvent permettre de prolonger la solution considéréeau delà d’un tel instant critique. C’est
pourquoi à chaque instantt0 et chaque élémentx0 deΩ est associé un intervalle de tempsI(t0,x0),
contenantt0, tel que la solution maximale des équations de la mécanique céleste prenant la valeur
x0 à l’instant t0 existe pour les valeurs du tempst appartenant à l’intervalleI(t0,x0). En donnant
toutes les valeurs possibles à l’instant initialt0 et à l’état initialx0 du système, on voit qu’il existe
une applicationΦ, définie sur une partieD du produitR×R×Ω et à valeurs dansΩ, ayant les
propriétés suivantes :

– pour chaque instantt0 et chaque élémentx0 de Ω, l’ensemble dest tels que(t, t0,x0) soit
élément du domaineD sur lequel l’applicationΦ est définie est l’intervalle de tempsI(t0,x0)

sur lequel est définie la solution maximale des équations de la Mécanique céleste prenant
la valeurx0 à l’instantt0 ;

– cette solution maximale est la courbe paramétrée qui, àchaque instantt élément deI(t0,x0),
associe l’élémentΦ(t, t0,x0) deΩ.

L’applicationΦ regroupe, en un seul objet mathématique, toutes les solutions maximales des
équations qui régissent l’évolution du système solaire. On l’appelleflot de ces équations. L’u-
nicité de la solution maximale prenant une valeur donnée `a un instant initial donné montre qu’elle
possède l’importante propriété suivante.

Soientt0, t1 et t2 trois instants, etx0 un élément deΩ. Supposons que(t1, t0,x0) soit élément
deD, c’est-à-dire queΦ(t1, t0,x0) soit défini. Alors, dès que l’un des deux membres de l’égalité

Φ
(

t2, t1,Φ(t1, t0,x0)
)

= Φ(t2, t0,x0) (∗)

est défini, l’autre membre l’est aussi et l’égalité est satisfaite.

Le choix de l’origine du temps est arbitraire et ne saurait avoir d’influence sur l’évolution du
système solaire ; par suite,Φ(t, t0,x0) ne dépend que de la différencet − t0, et non pas séparément
det et det0. L’applicationΦ est donc déterminée par une autre application plus simpleΨ (fonction
de deux variables seulement au lieu de trois), définie sur une partie∆ deR×Ω,

Ψ(θ ,x0) = Φ(θ ,0,x0) .

En effet lorsqueΨ est connue,Φ l’est aussi puisqueΦ(t, t0,x0) = Ψ(t − t0,x0). L’application Ψ
est appeléeflot réduit des équations qui régissent l’évolution du système solaire. L’importante
propriété du flotΦ exprimée par l’égalité(∗) ci-dessus se traduit, pour le flot réduitΨ, comme
suit.

Soientθ1 et θ2 deux intervalles de temps etx0 un point deΩ. Supposons que(θ1,x0) soit
élément de∆, c’est-à-dire queΨ(θ1,x0) soit défini. Alors, dès que l’un des deux membres de
l’égalité

Ψ
(

θ2,Ψ(θ1,x0)
)

= Ψ(θ2+θ1,x0) (∗∗)

2



est défini, l’autre membre l’est aussi et l’égalité est satisfaite. Cette égalité exprime, en termes
mathématiques, la propriété évidente suivante. Supposons qu’en un intervalle de tempsθ1 le
système évolue, à partir de l’étatx0, jusqu’à l’étatx1 = Ψ(θ1,x0). Si en un intervalle de temps
θ2 il évolue de l’étatx1 à l’étatx2 = Ψ(θ2,x1), alors en un intervalle de tempsθ2+θ1, le système
évolue de l’étatx0 à l’étatx2 = Ψ(θ2+ θ1,x0). Inversement, si en un intervalle de tempsθ2+ θ1

il évolue de l’étatx0 à l’état x2 = Ψ(θ2 + θ1,x0), alors en in intervalle de tempsθ2 il évolue de
l’état x1 à l’étatx2 = Ψ(θ2,x1). Ainsi, (θ2,x1) est élément de∆, c’est-à-direΨ(θ2,x1) est défini,
si et seulement si(θ2+θ1,x0) est élément de∆, c’est-à-dire si et seulement siΨ(θ2+θ1,x0) est
défini ; et lorsque c’est le cas l’égalité(∗∗) est satisfaite.

Introduisons une nouvelle notation. Pour chaque valeur fix´ee de l’intervalle de tempsθ , notons
Ψθ l’application partielle obtenue en donnant à la premièrevariable dont dépendΨ la valeur fixée
θ . Cette application est définie sur la partie (éventuellement vide), notéeΩθ , deΩ, ensemble des
étatsx tels que(θ ,x) soit élément de∆ ; elle prend ses valeurs dansΩ ; à chaque étatx élément de
Ωθ elle fait correspondre

Ψθ (x) = Ψ(θ ,x) .

La propriété exprimée par l’égalité(∗∗) ci-dessus s’écrit, avec cette nouvelle notation,

Ψθ2 ◦Ψθ1 = Ψθ2+θ1 , (∗∗∗)

où Ψθ2 ◦Ψθ1, dans le membre de gauche, désigne l’application composée obtenue en appliquant
Ψθ1 à chaque élémentx deΩθ1, puisΨθ2 à l’élémentΨθ1(x).

Faisons encore deux remarques avant de proposer une définition de la notion de système dy-
namique.

Première remarque. L’état du système solaire évolue en fonction du temps qui, dans la sché-
matisation mathématique considérée, varie de manièrecontinue. L’état de nombreux autres systè-
mes physiques varie en fonction d’un paramètre discret ; par exemple, l’état d’une pièce de métal
forgé recevant des coups de marteau évolue en fonction du nombre de coups reçus ; l’application
de retour de Poincaré définie plus loin donnera un autre exemple de système dont l’état évolue
en fonction d’un paramètre discret ; l’étude numérique de systèmes dont l’état évolue en fonction
du temps se fait souvent endiscŕetisantcelui-ci, c’est-à-dire en ne considérant l’état du système
qu’à des instants régulièrement espacés, formant une suite discrète. La définition d’un système
dynamique devra inclure tous ces exemples.

Deuxième remarque. Lorsqu’à un instant initialt0 donné, l’état initialx0 du système solaire est
donné, l’état de ce système est déterminé par les équations régissant son évolution aussi bien pour
des instants antérieurs que pour des instants postérieurs àt0. Les équations d’évolution d’autres
systèmes physiques ne permettent de déterminer l’état du système qu’à des instants postérieurs à
l’instant initial t0. La définition d’un système dynamique devra les inclure.

Voici enfin comment définir la notion de système dynamique.

Définition. Soit Θ un ensemble qui pourra être soit l’ensembleR des nombres réels, soit
l’ensembleZ des nombres entiers de signes quelconques, soit l’ensembleR

+ des nombres réels
non négatifs, soit l’ensembleN des entiers (dits naturels) non négatifs. On appellesyst̀eme dy-
namiquesur un ensembleΩ une applicationΨ, définie sur une partie∆ de l’ensemble produit
Θ×Ω et à valeurs dansΩ, vérifiant les propriétés suivantes.

1. Pour chaque élémentx deΩ, (0,x) est élément de∆ et Ψ(0,x) = x.

2. Soient un élémentθ deΘ et un élémentx deΩ, tels que(θ ,x) soit élément de∆. Alors pour
tout élémentθ ′ de Θ compris entre 0 etθ (c’est-à-dire vérifiant 0≤ θ ′ ≤ θ si 0≤ θ , ou
θ ≤ θ ′ ≤ 0 si θ ≤ 0, ce qui supposeΘ = R ouZ), (θ ′,x) est élément de∆.

3. Soientθ1 et θ2 deux éléments deΘ et x un élément deΩ. On suppose(θ1,x) élément de∆.
Alos, si l’un des deux membres de l’égalité

Ψ
(

θ2,Ψ(θ1,x)
)

= Ψ(θ2+θ1,x)
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est défini, l’autre membre l’est aussi et l’égalité est v´erifiée.

Les ensemblesΩ etΘ sont appelés, respectivement,ensemble deśetatsouespace des phases,
et ensemble des intervalles de tempsdu système dynamique. Ce système est dità temps continu
si Θ = R ouR

+, et à temps discretsi Θ = Z ouN.

Comme nous l’avons déjà fait lors de l’étude du système solaire, pour chaque élémentθ deΘ,
nous noteronsΨθ l’application partielle, définie sur la partieΩθ deΩ constituée par les élément
x tels que(θ ,x) soit élément de∆, qui àx associeΨθ (x) = Ψ(θ ,x). Au lieu de direle syst̀eme
dynamiqueΨ, nous dirons souventle syst̀eme dynamique{Ψθ , θ ∈ Θ} 1, puisque la donnée de
l’applicationΨ équivaut à celle des applications partiellesΨθ pour tous les élémentsθ deΘ.

Remarque. La définition donnée ci-dessus privilégie le futur plutˆot que le passé, car elle en-
globe les systèmes dont l’ensemble des intervalles de temps estR+ ou N, tandis qu’elle exclut
ceux dont tous les intervalles de temps sont inférieurs ou ´egaux à 0 : le lecteur vérifiera en ef-
fet que si l’ensemble des intervalles de temps d’un systèmedynamique (au sens de la définition
ci-dessus) contient un élémentθ < 0 il contient aussi nécessairement−θ > 0, donc estR ouZ.
Bien entendu, cela n’est dû qu’aux choix faits pour définirla notion de système dynamique ; il
est possible que pour des usages tels que l’archéologie quiétudie le passé plutôt que le futur, des
conventions différentes soient préférables.

La proposition suivante indique une importante propriét´e des systèmes dont l’ensemble des
intervalles de temps estR ouZ.

Proposition. Considérons un système dynamiqueΨ sur un ensembleΩ, dont l’ensembleΘ des
intervalles de temps estR ouZ. Pour tout élémentθ deΘ, l’applicationΨθ , définie sur la partie
(supposée non vide)Ωθ de Ω, est injective ; son image estΨθ (Ωθ ) = Ω−θ ; en la considérant
comme application deΩθ surΩ−θ , on peut donc en prendre l’inverse(Ψθ )

−1, qui n’est autre que
Ψ−θ . On dit qu’un tel système dynamique évoluesans perte d’information.

Trajectoires, orbites, ensembles limites, portrait de phases

Dans ce paragraphe,Ψ est un système dynamique sur un ensembleΩ, dont l’ensemble des
intervalles de temps est notéΘ.

Définitions. Soitx un élément deΩ.

1. On appelletrajectoire de x l’application, définie sur la partieΘx de Θ constituée par les
élémentsθ tels que(θ ,x) appartienne à la partie∆ de Θ×Ω sur laquelle l’applicationΨ est
définie, qui à chaqueθ fait correspondreΨ(θ ,x).
2. On appelleorbite dex la partie deΩ constituée par tous les élémentsΨ(θ ,x), pour tous les
θ pour lesquelsΨ(θ ,x) est défini.

3. On dit quex est unpoint d’équilibredu système dynamique si son orbite ne comporte aucun
autre point quex.

4. On dit que l’orbite dex estpériodiquesi x n’est pas un point d’équilibre et s’il existe un
élémentT > 0 deΘ tel que(T,x) soit élément de∆ et queΨ(T,x) = x. On dit alors queT est une
périodede l’orbite dex.

Dans ses travaux [12, 13, 14, 15], Henri Poincaré appellepoints singuliersce que nous ap-
pelonspoints d’́equilibre.

L’orbite d’un pointx deΩ contient bien sûr ce point. Lorsque le système dynamique considéré
évolue sans perte d’information, il est facile de montrer que si les orbites de deux points distincts
de Ω ont un élément en commun, elles sont confondues. L’appartenance à une même orbite est
donc, pour les systèmes évoluant sans perte d’information, unerelation d’équivalence; la partition
deΩ en orbites est appeléeportrait de phasesdu système dynamique. Lorsque sur une figure on

1. Le caractère∈ figurant dans cette expression est le symbole d’appartenance; il indique l’appartenance de l’élément
θ à l’ensembleΘ.
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représente le portrait de phases d’un système dynamique `a temps continu, il est d’usage de placer,
sur les courbes représentant les orbites, des flèches pourindiquer le sens de parcours lorsque le
temps croı̂t. Nous l’avons fait sur les figures ci-après.

Nous allons maintenant faire une hypothèse sur l’ensembleΩ, qui jusqu’à présent pouvait être
un ensemble quelconque.

Définitions. L’ensembleΩ est maintenant supposé être un espace topologique séparé2. Soit x
un élément deΩ, et Θx l’ensemble des élémentsθ de Θ tels que(θ ,x) soit élément de∆. On
supposeΘx non borné à gauche (resp., à droite). On appelleensembleα-limite de x et on note
Lα(x) (resp., ensembleω-limite 3 dex et on noteLω(x)) l’ensemble desvaleurs d’adh́erence4 de
la trajectoire dex lorsqueθ tend vers−∞ (resp., vers+∞).

On montre aisément que les ensembles limites d’un point sont toujours des partiesfermées
de Ω, et que deux points appartenant à la même orbite ont les mêmes ensembles limites. On
peut donc parler des ensembles limites d’une orbite ; ce sontceux d’un point quelconque de cette
orbite. Dans le cas où le système dynamique considéré est à temps continu, si de plus, pour tout
point x deΩ, la trajectoire dex est une application continue, l’orbite d’un point quelconque d’un
ensemble limite est contenue dans cet ensemble limite.

Générateur et générateur infinit ésimal

Un système dynamique à temps discret sur un ensembleΩ est entièrement déterminé par la
donnée d’une seule application d’une partie deΩ dansΩ, appelée songéńerateur, définie ci-
dessous.

Définition. Soit{Ψn ; n∈ Θ}, avecΘ = Z ouN, un système dynamique à temps discret sur un
ensembleΩ. On appellegéńerateurde ce système l’applicationΨ1, définie sur la partieΩ1 deΩ
(ensemble desx tels queΨ(1,x) soit défini), et à valeurs dansΩ.

Ce système dynamique à temps discret est entièrement déterminé par son générateurΨ1. On
sait en effet queΨ0 est l’application identique deΩ et on montre aisément que pour tout entier
n> 0, Ψn s’obtient en composantn fois Ψ1

5 ; on dit queΨn est lan-ième it́eréedeΨ1. Si Θ = Z,
Ψ−n n’est autre que l’inverse(Ψn)

−1 de Ψn, c’est lan-ième itérée deΨ−1, qui elle-même est
l’inverse(Ψ1)

−1 deΨ1.

Il existe pour les systèmes dynamiques à temps continu unenotion analogue, celle degéńerateur
infinitésimal; mais pour pouvoir l’utiliser, nous devons faire de nouvelles hypothèses sur l’ensem-
bleΩ et l’applicationΨ. Nous supposerons queΩ est unevariét́e ind́efiniment diff́erentiable6, que
Θ = R (et non pasR+), que la partie∆ deR×Ω sur laquelle l’applicationΨ est définie estou-
verteet queΨ estindéfiniment diff́erentiable. Lorsque toutes ces hypothèses sont satisfaites, nous
dirons que{Ψt , t ∈ R} est unsyst̀eme dynamique différentiable.

2. Un espace topologique est un ensemble muni d’unestructure topologique, qui permet de donner un sens aux
notions de voisinage d’un point, de convergence, de limite.Par exemple, un espace métrique, dans laquelle la notion de
distance de deux points a un sens, est un espace topologique.Un espace topologique est ditsépaŕesi deux points distincts
possèdent des voisinages disjoints. Un espace métrique est automatiquement séparé.

3. L’origine de ces termes est la suivante ; la première lettre, α, et la dernière lettre,ω , de l’alphabet grec sont
employées pour désigner le début et la fin de toutes choses. “Je suis l’alpha et l’omega, dit le Seigneur Dieu qui est, qui
était et qui vient, le tout-puissant.. . . Je suis l’alpha et l’omega, le premier et le dernier, le commencement et la fin”.
Apocalypse de Jean, I.8 et XXII.13.

4. Un élémenta de Ω est valeur d’adhérence de la trajectoire dex lorsqueθ tend vers+∞ s’il existe une suite
(θ1,θ2, . . . ,θn, . . .) de valeurs deθ , tendant vers+∞, telle que la suite

(

Ψ(θ1,x),Ψ(θ2,x), . . . ,Ψ(θn,x), . . .
)

tende versa.
5. On aΨ2 = Ψ1 ◦Ψ1, Ψ3 = Ψ1 ◦Ψ2 et plus généralement pour tout entiern> 0, Ψn = Ψ1 ◦Ψn−1.
6. Une variété indéfiniment différentiable de dimension n est un espace topologique séparé dont tout point possède

un voisinage dans lequel existe un système de coordonnéeslocales(x1, . . . ,xn) permettant d’identifier ce voisinage à
une petite boule ouverte deRn. On dit alors que ce système de coordonnées locales est unecarte localede la variété
(par analogie avec les cartes de géographie de la Terre). Onexige de plus que dans le domaine commun à deux cartes,
les coordonnées locales de l’une des cartes s’expriment enfonction des coordonnées locales de l’autre carte, par des
expressions indéfiniment différentiables, c’est-à-dire ayant des dérivées partielles de tous les ordres continues.
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FIGURE 1 – La méthode de Newton

Définition. Soit {Ψt , t ∈ R} un système dynamique différentiable. On appellegéńerateur in-
finitésimal de ce systèmele champ de vecteursX surΩ dont la valeur, en chaque pointx deΩ, est
la dérivée par rapportt de la trajectoire dex, prise à l’instantt = 0 :

X(x) =
d
dt

(

Ψt(x)
)

∣

∣

∣

t=0
.

Le générateur infinitésimal de{Ψt , t ∈R} est, avec les hypothèses que nous avons faites (que
l’on pourrait d’ailleurs affaiblir), un champ de vecteurs indéfiniment différentiable. Un théorème
bien connu, dit deCauchy-Lipschitz, permet d’affirmer que ce champ de vecteurs détermine
entièrement le système, qui n’est autre que sonflot réduit (notion que nous avons rencontrée
ci-dessus dans l’exemple du système solaire).

Le lecteur remarquera qu’un système dynamique à temps continu dont le générateur infinitésimal
est un champ de vecteurs indéfiniment différentiable évolue toujours sans perte d’information.

Exemples de syst̀emes dynamiques

Nous présenterons dans ce paragraphe deux exemples : un système à temps discret (la méthode
de Newton) et un système à temps continu (le pendule plan).

La méthode de Newton. Soit f une fonction différentiable, définie sur intervalle ouvert I de
R, à valeurs réelles. Le lecteur connaı̂t probablement déjà laméthode de Newtonpour déterminer,
par approximations successives, les solutions de l’équation f (x) = 0. Cette méthode consiste à
choisir un élémentx0 de I , à calculery0 = f (x0), puis, siy0 6= 0, à déterminer la tangente, au
point de coordonnées(x0,y0), au graphe de la fonctionf , et à chercher l’abscissex1 du point
où cette tangente coupe l’axe des abscisses. Six1 ∈ I , on recommence toute la construction en
remplaçantx0 par x1, et on obtient ainsix2. On construit ainsi, de proche en proche, une suite
(x0,x1, . . . ,xn, . . .) de points deI (figure 1). Lorsque cette suite converge vers un élémentx de I ,
ce point est une solution de l’équationf (x) = 0.

La méthode de Newton consiste à construire l’orbite issuedu pointx0 du système dynamique
à temps discret ayant pour générateur l’applicationN, à valeurs réelles, définie sur l’ensembleΩ1

des points deI en lesquels la dérivéef ′ de la fonctionf est non nulle, ayant pour expression

N(x) = x− f (x)
f ′(x)

.

Les points d’équilibre de ce système dynamique sont les élémentsx de I tels quef (x) = 0 et
f ′(x) 6= 0.

6



D
ire

ct
io

n
ve

rt
ic

al
e

Point mat́eriel

Axe horizontal

Force de pesanteur

θ

FIGURE 2 – Pendule plan

Le pendule plan. Considérons (figure 2) un point matériel de massem7, attaché à une extrémité
d’une tige rectiligne rigide de longueurl et de masse négligeable. La tige peut tourner autour de
son autre extrémité dans un plan vertical fixe. Le frottement est supposé négligeable. On appelle
θ l’angle (orienté) que fait le pendule avec la verticale, cet angle étant 0 (resp.,π) si le pendule
est en position verticale avec le point matériel au dessous(resp., au dessus) du point d’attache.

Les équations du mouvement sont










dθ
dt

= ω ,

dω
dt

=−g
l

sinθ .

Nous avons notég l’accélération de la pesanteur. Le champ de vecteurs associé à cette équation
différentielle est le générateur d’un système dynamique différentiable dont nous allons décrire
le portrait de phases. En apparence, l’espace des phases du système est le planR2, avec pour
coordonnéesθ et ω . En examinant les choses de plus près, nous voyons qu’en fait θ n’est pas un
réel, mais un angle, c’est-à-dire un élément du cercle trigonométriqueS1, isomorphe àR/(2πZ).
L’espace des phases est donc non pasR

2, mais le produitS1×R, c’est-à-dire un cylindre (exemple
simple de variété indéfiniment différentiable). Nous pouvons cependant étudier le système comme
si son espace des phases étaitR

2 (on dit queR2 est lerevêtement universeldu cylindreS1×R),
à condition de ne pas oublier queθ n’est défini que modulo 2π ; nous devrons, après l’étude,
effectuer le quotient deR2 par la relation d’équivalence pour laquelle(θ1,ω1) est équivalent à
(θ2,ω2) si ω1 = ω2 et θ1−θ2 = 2kπ, aveck∈ Z.

Les points d’équilibre sont les couples(θ ,ω) pour lesquels
dθ
dt

= 0 et
dω
dt

= 0. Nous voyons

que sur l’espace des phases vrai, c’est-à-dire sur le cylindreS1×R, il existe deux points d’équilibre,
un pointC de coordonnéesθ = 0 modulo 2π, ω = 0, et un pointSde coordonnéesθ = π mod-
ulo 2π, ω = 0. Sur son revêtement universelR

2, chacun de ces points apparaı̂t une infinité de
fois ; nous dirons que chaque point d’équilibre a une infinité dereprésentants; de sorte que nous
avons pour points d’équilible les représentants du pointC, de coordonnéesθ = 2kπ , ω = 0 et les
représentants du pointS, de coordonnéesθ = (2k+1)π , ω = 0, aveck∈ Z. Sur la figure 3, qui
représente le portrait de phases du système ayant pour ensemble des états le planR2, revêtement
universel de l’ensemble des états vraiS1×R, apparaissent trois représentants du point d’équilibre
C, les points(θ = −2π, ω = 0), (θ = 0, ω = 0) et (θ = 2π, ω = 0) ; et deux représentants du
point d’équilibreS, les points(θ =−π, ω = 0) et (θ = π, ω = 0).

7. La massem n’apparaı̂t pas dans les équations du mouvement en raison d’une propriété physique importante,
découverte par Galilée : l’égalité de lamasse inerteet de lamasse pesante. La recherche d’une explication de cette
remarquable propriété a été une des motivations qui ontconduit Albert Einstein à formuler la théorie de la Relativité
générale.
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FIGURE 4 – Vue en perspective du portrait de phases du pendule plan

SoitH la fonction

H(θ ,ω) =
1
2

ml2ω2+mgl(1−cosθ) .

Elle a une signification physique importante : c’est l’énergie totaledu pendule. Il est facile de
vérifier qu’elle garde une valeur constante sur chaque orbite du système. On exprime ce fait en
disant qu’en l’absence de frottement, le pendule est un système mécaniqueconservatif : chaque
mouvement a lieu à énergie constante. On remarque queH admet un minimum strict, à la fois
relatif et absolu, au point d’équilibreC (θ = 0 modulo 2π, ω = 0).

La figure 4 présente une vue en perspective du portrait de phases du vrai système, dont
l’ensemble des états est un cylindreS1×R. Pour faire cette figure, nous avons plongé ce cylindre
dans un espace de dimension 3 (le lecteur pourra penser à l’espace physique usuel) en le courbant ;
la surface obtenue est difféomorphe à un cylindre, mais ses génératrices ne sont plus des lignes
droites. La courbure donnée à cette surface a été choisie de telle sorte que les lignes d’énergie
fixée, d’équationH(θ ,ω) = constante, soient ses intersections avec des plans parall`eles. La vue
en perspective donnée sur la figure est une projection sur unplan de l’objet de l’espace à trois
dimensions ainsi construit, la direction de projection étant choisie de manière que les projections
des deux points d’équilibreC etSsoient distinctes et bien visibles.

L’énergieH est constante sur chaque orbite, et toutes les orbites ont une énergie≥ 0, le mini-
mum 0 étant atteint en un seul point, le point d’équilibreC (θ = 0 modulo 2π, ω = 0).

Outre les points d’équilibre, il n’existe que deux orbitesnon périodiques. La valeur de l’énergie
sur ces orbites est 2mgl, la même qu’au point d’équilibre hautS. Elles correspondent aux deux
mouvements du pendule tendant vers le point d’équilibre haut lorsque le temps tend vers−∞ ou
vers+∞. Dans l’un de ces mouvements l’angleθ croı̂t en fonction du temps, dans l’autre il décroı̂t.
Ces deux orbites sont des arcs de courbeouvertsà leurs extrémités : elles tendent vers le pointS
à leurs deux extrémités, mais ne le contiennent pas. Sur les figures 3 et 4, elles sont représentées
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par les deux arcs de courbe qui joignent les points(θ = −π, ω = 0) et (θ = π, ω = 0), situés,
l’un dans le demi-planω > 0, l’autre dans le demi-planω < 0. Elles sont diteshomoclines(apel-
lation due à Henri Poincaré), car chacune d’elles revientsur elle-même sous un certain angle non
nul. Les ensemblesα- etω-limites des deux orbites homoclines sont confondus et ne contiennent
qu’un seul élément, le point d’équilibreS.

Les orbites d’énergieh strictement comprise entre 0 et 2mgl sont toutes périodiques. Lors du
mouvement sur une orbite de ce type, l’angleθ (en convenant de choisir sa détermination dans
l’intervalle ]−π,π[ ) varie entre deux valeurs extrêmes opposées,−θM(h) et θM(h), avec

θM(h) = arccos

(

1− h
mgl

)

.

Le pendule oscille autour de sa position d’équilibre stable (qui correspond au point d’équilibre
C).

Enfin les orbites d’énergie> 2mgl sont toutes périodiques,ω restant de signe constant sur cha-
cune d’elles ; lors des mouvements correspondants l’angleθ varie de manière monotone (crois-
sante siω > 0 et décroissante siω < 0). Lors de ces mouvements, le pendule tourne dans son
plan et fait, au cours du temps, un nombre illimité de tours,dans le sens trigonométrique siω > 0,
dans le sens inverse du sens trigonométrique siω < 0.

Propri étés des ensembles limites et stabilité

Nous allons dans ce paragraphe considérer un système dynamique{Ψθ , θ ∈ Θ} satisfaisant
les hypothèses suivantes. S’il s’agit d’un système à temps discret (Θ = Z ouN) nous supposerons
que l’ensembleΩ de ses états est un espace topologique séparé et que son g´enérateur est une
applicationΨ1 continue, définie sur une partie ouverteΩ1 deΩ, à valeurs dansΩ. S’il s’agit d’un
système à temps continu, nous supposerons qu’il est diff´erentiable, c’est-à-dire que l’ensembleΩ
de ses états est une variété indéfiniment différentiable et que son générateur infinitésimal est un
champ de vecteurs indéfiniment différentiableX surΩ.

Points d’équilibre. Les plus simples des ensembles limites d’un tel système dynamique sont
sespoints d’́equilibre. Il est facile de montrer qu’un point deΩ est un point d’équilibre si et
seulement si son générateurΨ1 (si le système est à temps discret) ou son générateur infinitésimal
X (si le système est à temps continu) est nul au pointx. La trajectoire d’un point d’équilibrex est
une application constamment égale àx, définie sur l’ensembleΘ entier, et l’orbite de ce point n’a
qu’un seul élément, le pointx. Lest ensemblesα- et ω-limites d’un point d’équilibre sont donc
l’ensemble ne contenant qu’un seul élément, ce point lui-même.

Mais un point d’équilibre peut aussi être l’ensembleα- ou ω-limite de points autres que lui-
même : le point d’équilibre haut du pendule plan en est un exemple. On montre en effet que si
le système est à temps continu et si la trajectoire d’un élémentx de Ω qui n’est pas un point
d’équilibre tend vers un pointa de Ω lorsqueθ tend vers l’extrémité droite (resp., gauche) de
l’intervalle de temps sur lequel elle est définie, alorsa est un point d’équilibre et l’extrémité
droite (resp., gauche) de l’intervalle de temps sur lequel cette trajectoire est définie est+∞ (resp.,
−∞). De même, on montre que si le système est à temps discret et si la trajectoire d’un pointx de
Ω1 qui n’est pas un point d’équilibre est définie pour tous lesélémentsn≥ 0 deN (resp., pour tout
élémentn≤ 0 deZ) et tend vers un pointa deΩ1 lorsquen tend vers+∞ (rep., deΩ−1 lorsquen
tend vers−∞), alorsa est un point d’équilibre.

Stabilit é, attractivit é, répulsivité. Un point d’équilibrea est ditω-stable(resp,α-stable) au
sens de Lyapunov si pour tout voisinage8 V dea il existe un autre voisinageW dea dont tous les
points ont une trajectoire définie et à valeurs dans dansV pour tout tempsθ ≥ 0 (resp., pour tout
tempsθ ≤ 0).

8. Les lecteurs n’ayant pas étudié la topologie pourront penser à un voisinage du pointa comme à une petite boule
centrée sur ce point.
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FIGURE 5 – Un exemple de point d’équilibre attractif mais nonω-stable

Un point d’équilibrea est dit attractif ou asymptotiquementω-stable (resp., répulsif ou
asymptotiquementα-stable) s’il existe un voisinageW dea dont tous les points ont une trajectoire
définie pour tout tempsθ ≥ 0 (resp., pour toutθ ≤ 0) qui tend versa lorsque le tempsθ tend vers
+∞ (resp., vers−∞).

Un point d’équilibre peut très bien êtreω-stable (resp.,α-stable) sans être attractif (resp.,
répulsif). Le point d’équilibre bas du pendule plan, dontles figures 3 et 4 représentent le portrait
de phases, est à la foisα-stable etω-stable, mais n’est ni attractif ni répulsif, puisque les orbites
des points voisins sont périodiques, tournent autour de cepoint sans jamais tendre vers lui.

Réciproquement, très souvent, un point d’équilibre attractif (resp., répulsif)a est aussiω-
stable (resp.,α-stable) au sens de Lyapunov. Mais ce n’est pas toujours vrai: il peut arriver que
tout voisinage dea contienne des points dont la trajectoire, lorsque le temps croı̂t (resp., décroı̂t),
s’éloigne d’abord très loin dea, puis tende vers ce point lorsque le temps tend vers+∞ (resp.,
vers−∞). La figure 5 donne un exemple de ce type de comportement.

Un important théorème dû à Alexandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918), qui généralise
le théorème de Lejeune-Dirichlet bien connu des Mécaniciens, indique des conditions suffisantes
pour assurer la stabilité ou l’attractivité d’un point d’équilibre. En voici l’énoncé.

Théorème de Lyapunov. Soit a un point d’équilibre d’un système dynamique vérifiant les
hypothèses énoncées au début de ce paragraphe. S’il existe une fonction continuef , à valeurs
réelles, définie sur un voisinage ouvertV du pointa et admettant en ce point un minimum strict,
satisfaisant de plus la condition (qui prend une forme un peudifférente selon que le système est à
temps discret ou à temps continu)

– si le système est à temps discret,f
(

Ψ1(x)
)

≤ f (x) (resp.,f
(

Ψ1(x)
)

< f (x)) pour tout point
x deV distinct dea tel queΨ1(x) soit élément deV, Ψ1 désignant le générateur du système ;

– si le système est à temps continu,f est supposée différentiable surV, sauf peut-être au point
a, et telle que sa dérivée dans la direction du champ de vecteursX (générateur infinitésimal
du système) prennne en tout point deV distinct dea une valeur≤ 0 (resp, une valeur< 0)

Alors le point d’équilibrea estω-stable au sens de Lyapunov (resp., à la fois attractif etω-
stable au sens de Lyapunov).

On peut bien sûr donner un énoncé analogue indiquant des conditions suffisantes pour assurer
l’ α-stabilité ou la répulsivité d’un point d’équilibre.

La description qualitative du portrait de phases d’un syst`eme dynamique comporte la détermi-
nation de l’ensemble des points dont l’ensembleω-limite (ou α-limite) est spécifié. Cela justifie
la définition suivante

Définition. On appellebassin d’attraction(resp.,bassin de ŕepulsion) d’un point d’équilibrea
l’ensemble des pointsx deΩ dont l’ensembleω-limite Lω(x) (resp., l’ensembleα-limite Lα(x))
est le singleton{a} (ensemble ayanta pour seul élément).

Il existe des variantes du théorème de Lyapunov permettant de prouver qu’une partie donnée
deΩ est contenue dans le bassin d’attraction (ou de répulsion)d’un point d’équilibre.
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FIGURE 6 – Cas où les valeurs propresλ1 et λ2 sont réelles et distinctes

Description locale du flot réduit d’un champ de vecteurs

Nous considérons dans ce paragraphe un champ de vecteurs indéfiniment différentiableX
défini sur une variété indéfiniment différentiableΩ de dimensionn. Nous avons vu plus haut que
son flot réduit est un système dynamique différentiable{Ψt , t ∈R}, à temps continu, ayantX pour
générateur infinitésimal. Nous allons étudier l’allure locale, au voisinage d’un point particuliera
deΩ, du portrait de phases de ce système.

Il existe un théorème, ditdu redressement localdu champ de vecteurs, montrant que lorsque la
valeurX(a) du champ de vecteursX au pointa est non nulle, l’allure locale du portrait de phases
au voisinage dea est très simple. Ce théorème affirme en effet l’existence, sur un voisinageU du
point a, d’un système de coordonnées locales(x1,x2, . . . ,xn) dans lequel le champ de vecteursX
n’a qu’une seule composante non nulle, sa composante sur l’axe desx1

9, et que cette composante
est constante, égale à 1. Le flot réduit du champ de vecteurs est donc très simple ; il fait correspon-
dre à un point deU de coordonnées(x1,x2, . . . ,xn) et à un intervalle de tempst assez petit pour
que la trajectoire de ce point ne sorte pas deU , le point de coordonnées(x1+ t,x2,x3, . . . ,xn). À
l’intérieur deU , les orbites du système sont représentées10 par des segments de droite parallèles
à l’axe desx1.

Les choses se compliquent lorsqueX(a) = 0, c’est-à-dire lorsquea est un point d’équilibre.
Nous allons d’abord décrire ce qui se passe lorsqueΩ est un plan et queX est un champ de
vecteurs linéaire.

Portrait de phases d’un champs de vecteurs lińeaires sur un plan. SoitE un espace vectoriel
réel de dimension 2 etA une application linéaire injective deE dans lui-même. Le choix d’une
base permet d’identifierE àR

2 et A à une matrice 2×2 de déterminant non nul. L’applicationA
peut être considérée comme un champ de vecteurs surE dont la valeur, en un pointx de E, est
le vecteurA(x). PuisqueA(x) = 0 si et seulement six= 0, ce champ de vecteurs n’a qu’un seul
point d’équilibre, l’origine deE. L’allure qualitative du portrait de phases de ce champ de vecteurs
dépend des propriétés des valeurs propres et vecteurs propres deA.

Les figures 6 représentent l’allure du portrait de phases lorsque les deux valeurs propresλ1

et λ2 de A sont réelles et distinctes.̀A gauche est représenté le cas où elles sont toutes deux
négatives ; l’origine est alors un point d’équilibreω-stable et attractif ; on dit que c’est unnœud
attractif ou puits. Au centre est représenté le cas où elles sont toutes deuxpositives ; l’origine
est alors un point d’équilibreα-stable et répulsif ; on dit que c’est unnœud ŕepulsif ou source.
Enfin à droite est représenté le cas où les deux valeurs propres sont de signes contraires ; l’origine

9. Nous identifions iciU à une partie deRn, précisément au moyen de ces coordonnées locales, ce quipermet de
parler decomposantesdu champ de vecteursX et d’axe des x1.

10. Ici encore nous identifionsU à une partie deRn.
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0 x

Nœud attractif (λ < 0) Nœud ŕepulsif (λ < 0)
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FIGURE 8 – Cas oùA possède une valeur propre double réelle avec une seule direction propre

n’est ni stable ni instable ; on dit que c’est uncol. Dans les trois cas, on remarque l’existence de
quatre orbites rectilignes qui ont pour ensembleα-limite ou ω-limite le singleton origine. Leurs
directions sont celles des vecteurs propres deA.

Les figures 7 représentent l’allure du portrait de phases lorsqueA possède une valeur propre
réelle doubleλ 6= 0 et queE possède une base de vecteurs propres ; en d’autres termes,A est dans
ce cas égal àλ fois l’application identique deE. À gauche est représenté le cas oùλ < 0 ; l’origine
est alors un point d’équilibreω-stable et attractif ; on dit encore que c’est unnœud attractifou
puits. À droite est représenté le cas oùλ > 0 ; l’origine estα-stable et répulsif ; on dit encore
que c’est unnœud ŕepulsif ou source. Dans les deux cas, toutes les orbites (autres que le point
d’équilibre) sont rectilignes et admettent le singleton origine pour ensembleω-limite (si λ < 0)
ou α-limite (si λ > 0).

Les figures 8 représentent l’allure du portrait de phases lorsqueA possède une valeur propre
réelle doubleλ 6= 0 et queE ne possède qu’une seule direction propre.À gauche est représenté
le cas oùλ < 0 ; l’origine est alors un point d’équilibreω-stable et attractif ; on dit que c’est un
nœud impropre attractif, ou puits impropre. À droite est représenté le cas oùλ > 0 ; l’origine
estα-stable et répulsif ; on dit que c’est unnœud impropre ŕepulsif ou source impropre. Dans
chacun des deux cas, il n’y a que deux orbites rectilignes, qui admettent le singleton origine pour
ensembleω-limite (si λ < 0) ou α-limite (si λ > 0). Ces orbites sont parallèles à la direction
propre deA.

Les figures 9 représentent l’allure du portrait de phases lorsqueA possède deux valeurs propres
complexes conjuguéesα ± iβ , avecβ > 0. Il n’existe alors pas de direction propre réelle (donc
pas d’orbite rectiligne).À gauche est représenté le cas oùα < 0 ; l’origine est alors un point
d’équilibreω-stable et attractif ; on dit que c’est unfoyer attractif ; les orbites autres que le point
d’équilibre sont des spirales qui s’enroulent autour de cepoint, en tendant vers lui lorsque le
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FIGURE 9 – Cas où les valeurs propresα ± iβ deA sont complexes conjuguées, avecβ > 0

temps tend vers+∞. Au centre est représenté le cas oùα = 0, c’est-à-dire où les valeurs propres
sont imaginaires pures ; les orbites autres que le point d’équilibre sont toutes périodiques, elles
entourent le point d’équilibre, qui est à la foisω-stable etα-stable, mais n’est ni attractif ni
répulsif ; on dit que c’est uncentre. À droite est représenté le cas oùα > 0 ; l’origine est alors
α-stable et répulsif ; on dit que c’est unfoyer ŕepulsif ; les orbites autres que le point d’équilibre
sont des spirales qui s’enroulent autour de ce point, en tendant vers lui lorsque le temps tend vers
−∞.

Généralisation. Les figures 5 à 9 donnent une idée assez précise de l’allurequalitative du
portrait de phases d’un champ de vecteurs linéaire sur un espace vectoriel de dimension 2, au
voisinage de son point d’équilibre. Que subsiste-t-il de cette allure qualitative, lorsqu’on ne sup-
pose plus le champ linéaire, et lorsque ce champ est défini sur une variété de dimension finie
quelconque ? Dans [12, 13, 14, 15], Henri Poincaré (à qui ondoit les nomsnœud, col, foyer et
centredonnés aux points d’équilibre d’un champ de vecteurs sur une variété de dimension 2) a,
dans une très large mesure, répondu à cette question.

Considérons donc un champ de vecteurs indéfiniment différentiableX, défini sur une variété
indéfiniment différentiableΩ de dimensionn. Au voisinage d’un point d’équilibre, c’est-à-dire
d’un pointa deΩ tel queX(a) = 0, on peut développerX en série de Taylor ; le terme de degré 0
est la valeur deX au pointa ; il est donc nul. Le terme de degré 1 est la différentielleA= DX(a)
du champX au pointa ; c’ets une application linéaire de l’espace vectoriel tangent à la variété
Ω au pointa dans lui-même, qu’on peut considérer comme un champ de vecteurs linéaire sur cet
espace tangent. On peut étudier le portrait de phases deA, et se demander si son allure qualitative
ressemble à celle du vrai champ de vecteursX au voisinage dea. Voici quelques résultats.

1. Si la partie réelle de toutes les valeurs propres deA est strictement négative (resp., strictement
positive), le pointa estω-stable et attractif (resp.,α-stable et répulsif). C’est une conséquence
assez facile du théorème de Lyapunov.

2. Si l’application linéaireA= DX(a) est inversible (on dit alors quea est un point d’équilibre
non d́eǵeńeré), si une trajectoire du champ de vecteursX tend versa lorsque le tempst tend vers
+∞ (resp., vers−∞) et admet, en ce point, une demi-droite tangente de vecteur directeure 6= 0, ce
vecteur est un vecteur propre deA associé à une valeur propre réelle strictement négative (resp.,
positive).

3. Si toutes les valeurs propres deA ont une partie réelle non nulle (on dit alors quea est un
point d’équilibrehyperbolique), l’espace tangent àΩ au pointa se décompose en somme directe
de deux sous-espaces, tous deux invarants par l’application A (ce qui signifie queA applique
chacun d’eux dans lui-même), la restriction deA à l’un de ces sous-espaces (ditstable) ayant pour
valeurs propres les valeurs propres deA dont la partie réelle est négative, et la restriction deA à
l’autre sous-espace (ditinstable) ayant pour valeurs propres les valeurs propres deA dont la partie
réelle est positive. Pour le flot réduit deX, le bassin d”attraction (resp., de répulsion) du pointa,
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c’et-à-dire l’ensemble des points ayant le singleton{a} pour ensembleω-limite (resp.,α-limite)
est une sous-variété différentielle11 immergée12 deΩ, passant par le pointa et ayant en ce point
pour espace tangent le sous-espace stable (resp., instable) de l’espace tangent àΩ au pointa. On
l’appellevariét́e stable(resp.,variét́e instable) du point d’équilibrea. Sa dimension est égale au
nombre de valeurs propres deA dont la partie réelle est négative (resp., positive), chacune étant
comptée un nombre de fois égal à sa multiplicité. L’orbite d’un point quelconque de la variété
stable (resp., instable) est entièrement contenue dans cette variété.

Ainsi par exemple, le point d’équilibre instable du pendule plan, désigné parS sur la figure
4, est hyperbolique ; ses variétés stable et instable sontconfondues, et sont la courbe en forme de
lemniscate ayantSpour point double, réunion du pointSet des orbites ayant le singleton{S} pour
ensemble limite.

De même, les points d’équilibre des champs de vecteurs linéaires dont les portraits de phase
sont représentés sur les figures 6, 7, 8 et 9 sont hyperboliques, sauf le centre (figure 9 (b)). La
variété stable des nœuds attractifs et du foyer attractif(resp., des nœuds répulsifs et du foyer
répulsif) est le plan entier (resp., le singleton{0}), tandis que la variété instable de ces points est
le singleton{0} (resp., le plan entier). Les sous-variétés stable (resp., instable) du col (figure 6 (c))
sont les droites réunion du point 0 et des orbites ayant le singleton{0} pour ensembleω-limite
(resp.,α-limite).

4. Sous les mêmes hypothèses que ci-dessus, c’est-à-dire lorsque le point d’équilibrea est hy-
perbolique, les flots réduits du champ de vecteursX au voisinage du point d’équilibrea et de son
linéariséA=DX(a) au voisinage de l’origine sont topologiquement conjugués: c’est lethéor̀eme
de Hartmann et Grobman. Cela signifie qu’il existe une application bijective d’un voisinage dea
dansΩ sur un voisinage de l’origine de l’espace tangent ena à Ω, continue ainsi que son inverse,
mettant ces flots réduits en correspondance. Cette application n’est en général pas différentiable.
Il existe cependant des cas où, moyennant des hypothèses (dites denon ŕesonance) assez com-
pliquées, on peut montrer qu’elle est différentiable ainsi que son inverse ; il existe notamment un
théor̀eme de Sternbergqui donne un résultat de ce type.

5. Des résultats analogues existent pour les systèmes dynamiques à temps discret dont l’ensem-
ble des états est une variété différentiableΩ et dont le générateurΓ1 est un difféomorphisme13.
La notion de point d’équilibre hyperbolique prend, pour ces systèmes, la forme suivante : un point
d’équilibre a est dithyperboliquesi la différentielle deΓ1 au pointa est une application linéaire
(de l’espace tangent ena àΩ dans lui-même) dont toutes les valeurs propres sont de module 6= 1.
On peut, pour ces systèmes, prouver l’existence des variétés stable et instable, ainsi qu’une forme
du théorème de Hartmann et Grobman et du théorème de Sternberg.

6. Pour les points d’équilibre non hyperboliques, on peut définir la notion devariét́e centrale;
nous le ferons par exemple pour le flot réduit d’un champ de vecteurs indéfiniment différentiable
(mais l’adaptation au cas d’un système dynamique différentiable à temps discret est aisée). Soita
un point d’équilibre etE le plus grand sous-espace vectoriel de l’espace tangent ena àΩ invariant
par la différentielleA = DX(a) du champ de vecteursX en a (c’est-à-dire queA applique dans
lui-même), et tel que les valeurs propres de la restrictiondeA à ce sous-espace aient toutes leur
partie réelle nulle. Il existe alors une sous-variété immergée deΩ, passant par le pointa et ayant
en ce pointE pour espace tangent, invariante par le flot réduit deX (c’est-à-dire telle que l’orbite
de chacun de ses points soit entièrement contenue dans cette sous-variété). On dit que c’est une

11. La notion de sous-variété différentielle d’une variété de dimensionn généralise celle de surface lisse, admettant
en tout point un plan tangent, de l’espace usuel de dimension3.

12. La notion de sous-variété immergée est un peu plus générale que celle de sous-variété au sens usuel. Une sous-
variété immergée peut se recouper, comporter des pointsayant plusieurs espaces tangents. Par exemple, une lemniscate
est une sous-variété immergée du plan, non une sous-variété au sens usuel, à cause de l’existence du point double ;en ce
point elle possède deux tangentes distinctes.

13. C’est-à-dire une application bijective d’un ouvertΩ1 de Ω sur un autre ouvertΩ−1 de vette variété, continue et
indéfiniment différentiable ainsi que son inverse.
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FIGURE 10 – Point d’équilibre non hyperbolique ayant une infinitéde variétés centrales

sous-varíet́e centraledu point d’équilibrea.
La notion de variété centrale est moins intéressante quecelles de variété stable ou instable,

car il n’y a pas unicité : un point d’équilibre peut très bien avoir une infinité de variétés centrales
distinctes. C’est le cas, par exemple, du point d’équilibre du champ de vecteurs dont le flot est
représenté sur la figure 10 : les variétés centrales de l’origine, de dimension 1, sont formées par
n’importe quelle orbite contenue dans le demi-planx < 0 prolongée par le demi-axe desx pour
x≥ 0.

Les variétés centrales du centre, pour le champ de vecteurs linéaire dont le portrait de phases
est représenté sur la figure 9 (b), sont tous les disques ouverts du plan centrés sur l’origine.

Orbites périodiques

Après les points d’équilibre, les orbites périodiques sont les objets remarquables les plus
simples du portrait de phases d’un système dynamique. L’étude des orbites périodiques d’un
système à temps discret se ramène immédiatement à celle des points d’équilibre ; en effet le orbites
périodiques de périoden d’un système à temps discret de générateurΓ1 sont les points d’équilibre
du système de générateurΓn, n-ième itérée deΓ1. C’est pourquoi nous nous intéresserons aux
orbites périodiques d’un système à temps continu{Γt , t ∈R} dont le générateur est un champ de
vecteursX indéfiniment différentiable sur une variétéΩ de dimensionn.

L’application de premier retour de Poincaré

Henri Poincaré a montré que les orbites périodiques sont, en Mécanique céleste, un puis-
sant moyen d’étude. Dand [13], il fut le premier à définir une application extrêment utile pour
l’étude des orbites de points voisins d’une orbite périodique, qui aujourd’hui porte son nom. Voici
comment on la définit. En un pointa d’une orbite périodiqueO, considérons une sous-variété
P 14 passant para transverse àX(a), c’est-à-dire non tangente à ce vecteur (voir figure 11). On
peut alors choisir un voisinage ouvertU de a dansP tel que la trajectoire de chaque pointx de
ce voisinage recoupe transversalement pour la première fois, pour un temps strictement positif,
la sous-variétéP ; on noteg(x) ce point. Ainsi définie,g est l’application de premier retour de
Poincaŕe. En choisissantU convenablement on peut faire en sorte qu’elle soit bijective deU sur
son imageg(U), indéfiniment différentiable ainsi que son inverse. Elleest donc le générateur d’un
système dynamique à temps discret différentiable{gn , n ∈ Z} surP, qui admet le pointa pour
point d’équilibre.

14. LorsqueΩ est un espace affine de dimension 3 (resp.,n) on peut prendre pourP un plan (resp., un hyperplan de
dimensionn−1) contenanta et non tangent au vecteurX(a).
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FIGURE 11 – Application de premier retour de Poincaré

On peut même utiliser, au lieu du champ de vecteursX lui-même, un champ de vecteurs plus
simple mais assez voisin, dont les orbites périodiques sont plus faciles à déterminer. Poincaré l’a
d’ailleurs fait pour l’étude du problème des trois corps.

Les propriétés des orbites du champ de vecteursX voisines de l’orbite périodiqueO sont très
étroitement liées à celles du système dynamique à temps discret{gn , n ∈ Z} au voisinage du
point d’équilibrea. Nous en indiquons ci-dessous quelques unes.

1. La recherche d’orbites périodiques deX voisines de l’orbiteO se ramène à la recherche
de points d’équilibre ou, plus généralement, de points périodiques du système à temps discret
{gn , n∈ Z}, voisins dea.

2. Les notions deα- et deω-stabilité au sens de Lyapunov ainsi que celles d’attracivité et
de répulsivité, déjà définies ci-dessus pour les points d’équilibre, s’adaptent aisément au cas des
orbites périodique, et on montre que l’orbite périodiqueO estα-stable au sens de Lyapunov (resp.,
ω-stable au sens de Lyapunov, resp., attractive, resp., répulsive) si et seulement sia, considéré
comme point d’équilibre du système à temps discret{gn , n∈ Z}, possède la propriété du même
nom (ce qui ne dépend pas du choix dea surO, ni du choix de la sous-variétéP).

3. Lorsquea est un point d’équilibre hyperbolique du système à tempsdiscret{gn , n ∈ Z}
(propriété qui ne dépend pas du choix du pointa sur cette orbite, ni du choix de la sous-variétéP),
on dit queO est uneorbite ṕeriodique hyperbolique. Sonbassin d’attraction(resp.,de ŕepulsion),
c’est-à-dire l’ensemble des points deΩ ayant l’orbiteO pour ensembleω-limite (resp.,α-limite)
est une sous-variété immergée deΩ contenantO, dont la dimension est égale à celle de la variété
stable (resp., instable) du point d’équilibrea pour le système à temps discret{gn , n ∈ Z}, plus
une unité. On l’appellevariét́e stable(resp.,instable) de l’orbite périodiqueO. Elle est invariante
par le flot réduit deX, ce qui signifie qu’elle contient l’orbite de chacun de ses points. Elle est
réunion de toutes les orbites deX qui rencontrent la variété stable (resp., instable) dea considéré
comme point d’équilibre du système à temps discret{gn , n∈ Z}.

Une orbite périodiqueω-stable et attractive (resp.,α-stable et répulsive) est appeléecycle
ω-limite (resp.,cycleα-limite).

La notion de cycle limite a été découverte par Henri Poincaré, qui en a parfaitement compris
l’intérêt pour les applications en radioélectricité et en automatique (voir à ce propos le bel arti-
cle de Jean-Marc Ginoux [5] dans le même numéro). Nous en donnerons plus loin un exemple
(équation de Van der Pol).
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FIGURE 12 – Circuit électrique avec résistance, self et capacit´e

Le théorème de Poincaŕe-Bendixson. Ce résultat, annoncé par Henri Poincaré et démontré en
1901 par le mathématicien suédois Ivar Bendixson (1861-1935), affirme que l’ensembleω-limite
Lω(x) (resp., l’ensembleα-limite Lα (x)) d’un point quelconquex, pour le système dynamique
ayant pour générateur unfinitésimal un champ de vecteursindéfiniment différentiable défini sur
un ouvert d’un plan (espace affine de dimension 2), s’il est compact15 et ne contient aucun point
d’équilibre, est une orbite périodique. Cela exclut l’existence, pour les champs de vecteurs définis
sur une partie bornée d’un plan, d’ensembles limites trèscompliqués donnant lieu à un comporte-
ment en apparence chaotique des orbites dont elles sont l’ensemble limite.

Par contre, sur un espace de dimension supérieure ou égaleà 3 il existe des champs de vecteurs
dont le flot réduit a des ensembles limites extrêmement compliqués. Le météorologue Edward
Lorenz en a donné un exemple en 1972 [9].

L’ équation de Van der Pol.
Considérons un circuit électrique comportant une résistanceR, une selfL et un condensateur

C, disposés en triangle (figure 12). On note 1, 2 et 3 les sommets du triangle. La résistance est
placée sur le côté 1–2, la self sur le côté 2–3 et le condensateur sur le côté 3–1. Choisissons un
sens positif sur chaque côté, par exemple de 1 vers 2, de 2 vers 3 et de 3 vers 1, représentés par
des flèches sur la figure 12. NotonsiR, iL et iC l’intensité (comptée algébriquement) du courant
électrique, à l’instant considéré, dans la branche du circuit contenant la résistance, la self et la
capacité, respectivement.

La première loi de Kirchhoff, qui exprime qu’il n’y a pas accumulation de charge électrique
aux sommets du triangle, nous donne les relations

iR = iL = iC = i .

NotonsV1, V2 et V3 le potentiel électrique aux sommets 1, 2 et 3, respectivement. Écrivons les
équations qui lient l’intensité du courant qui passe danschaque branche du circuit à la différence
de potentiel entre les deux extrémités de cette branche. Pour la branche 1–2, cette relation est la
loi d’Ohm. Nous l’écrirons sous la forme

V1−V2 = g(iR) ,

oùg est une fonction d’une variable réelle, car nous voulons pouvoir traiter le cas où la résistance
R est non linéaire, et même (avec une fonctiong pouvant prendre des valeurs négatives) celui où
cette résistance est en fait un générateur de courant électrique.

Pour la branche 2–3, cette relation est laloi de Faraday. Elle s’écrit

L
diL
dθ

=V2−V3 ,

15. Une partie d’un plan est compacte si elle est fermée et bornée.Étant toujours fermé, un ensemble limite est
compact si et seulement s’il est borné.
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où L est une constante strictement positive appeléeinductancede la selfL , et oùθ désigne le
temps.

Pour la branche 3–1, cette relation est laloi de la capacit́e,

iC =C
d(V3−V1)

dθ
,

oùC est une constante strictement positive, lacapacit́e du condensateurC.
Posons

W =V1−V3 .

La première loi de Kirchhoff, la loi de Faraday et la loi d’Ohm nous permettent d’écrire

L
di
dθ

=V2−V3 =V2−V1+V1−V3 =W−g(i) .

De même, la loi de la capacité et la première loi de Kirchhoff nous permettent d’écrire

C
dW
dt

=−i .

Nous avons donc obtenu, pour le couple de fonctions(i,W), le système différentiel











L
di
dθ

=W−g(i) ,

C
dW
dθ

=−i .

Posons

x=
√

Li , y=
√

CW, t =
θ√
LC

,

et désignons parf la fonction, d’une variable réellex,

f (x) =
√

Cg

(

x√
L

)

.

Moyennant ce changement de fonctions inconnues (x et y au lieu dei et W) et ce changement
d’unité de temps (mesuré maintenant part au lieu deθ ), le système différentiel ci-dessus devient











dx
dt

= y− f (x) ,

dy
dt

=−x.

C’est une équation différentielle dansR2 appelééequation de Líenard, en hommage au physi-
cien français Alfred-Marie Liénard (1869–1958).

Dans le cas particulier où
f (x) = x3−x,

l’équation de Liénard est appeléeéquation de van der Polen hommage au physicien néerlandans
Balthasar van der Pol (1889–1959). Son portrait de phases est représenté sur la figure 13. Il com-
porte un point d’équilibre instable et répulsif, l’origine 0, et un cycle limite attractif entourant
0.

Intersections de varíetés stables et instables

Lorsqu’un champ de vecteurs comporte un ou plusieurs pointsd’équilible hyperboliques, ou
bien une ou plusieurs orbites périodiques hyperboliques,dont les variétés stable et instable se
rencontrent sans être tangentes en leur point de rencontre, le portrait de phases du système peut
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FIGURE 13 – Portrait de phases de l’équation de van der Pol
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FIGURE 14 – Points hétéroclines avec intersections transverses
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devenir très compliqué. Ce phénomène, qui a été découvert par Henri Poincaré [16], est un de
ceux qui peuvent donner au portrait de phases d’un système dynamique une apparence chaotique.

La figure 14 représente deux points d’équilibre hyperboliquesa etb d’un système dynamique
à temps discret{ϕn , n ∈ Z} dans le plan, leurs variétés stablesVs(a) et Vs(b) et leurs variétés
instablesVi(a) etVi(b). Dans le cas présent, les variétés stables et instables,de dimension 1, sont
des lignes puisqu’il s’agit d’un système dynamique dans leplan. Nous avons supposé queVs(a) et
Vi(b) se rencontrent en un pointz (dit hét́erocline), sans être tangentes en ce point. Puisquez est
élément de la variété stableVs(a) du pointa, les itérésϕn(z) du pointz pourn≥ 0 sont tous sur
Vs(a) et forment une suite qui converge versa ; mais ces points appartiennent tous aussi àVi(b), et
par suiteVs(a) etVi(b) se rencontrent non seulement en un pointz, mais en une infinité de points
ϕn(z), pour tousn≥ 0 formant une suite convergeant versa. Le même raisonnement s’appliquant
à ϕ−n, nous voyons queVs(a) etVi(b) se rencontrent aussi en une infinité de pointsϕ−n(z), pour
tous lesn≥ 0, formant une suite qui converge versb.

Ce phénomène peut aussi avoir lieu lorsquea= b, c’est-à-dire lorsqueaest un point d’équilibre
hyperbolique dont la variété stableVs(a) rencontre la variété instableVi(a) en un pointz (dit ho-
mocline) sans lui être tangente en ce point.

Indications historiques et bibliographiques

Nous n’avons pu donner dans cet article qu’un aperçu très incomplet de ce que la théorie mod-
erne des systèmes dynamiques doit à Henri Poincaré. Nousaurions pu mentionner aussi lathéorie
de l’indice. Poincaré montre dans [12] qu’à chaque point d’équilibre d’un champ de vecteurs dans
le plan (ou sur une variété de dimension 2) on peut attacherun nombre entier appeléindice de
ce point (en gros, c’est le nombre algébrique de tours que fait la direction du champ de vecteurs
lorsqu’on fait un tour sur une courbe fermée dont l’intérieur contient ce point et ne contient pas
d’autre point d’équilibre). L’indice d’un point d’équilibre non dégénéré est égal soit à 1, soit à−1 ;
plus précisément, l’indice d’un nœud, d’un foyer ou d’un centre est égal à 1 et celui d’un col à
−1. On peut donner des exemples de points d’équilibre (dég´enérés) dont l’indice prend n’importe
quelle valeur élément deZ. Poincaré a montré que pour un champ de vecteurs différentiable sur
la sphère de dimension 2 dont les points d’équilibre sont isolés, donc en nombre fini, la somme
algébrique des indices de ces points est égale à 2. Plus g´enéralement pour un champ de vecteurs
différentiable sur une surface compacteM ayant des points d’équilibre isolés, donc en nombre
fini, la somme algébrique des indices de tous les points d’équilibre est un entier relatif, appelé
caract́eristique d’Eulerde la surface et notéχ(M), qui dépend de la surface considérée, mais non
du champ de vecteurs. Ce résultat est connu sous le nom dethéor̀eme de Poncaré-Hopf. La car-
actéristique d’Euler d’une surfaceM est liée à un autre invariant topologique appelégenre16 de la
surface et notég(M) par la relationχ(M) = 2

(

1−g(M)
)

. Ces propriétés s’étendent d’ailleurs aux
variétés compactes de dimension 2 non orientables, commepar exemple la bouteille de Klein.

Voici quelques indications qui pourront peut-être guiderle lecteur désirant approfondir les
sujets présentés ici ou aborder les sujets que nous avons laissés de côté.

Le livre [10] du même auteur que le présent article donne unexposé plus complet des questions
présentées ; les figures illustrant le présent article ensont tirées.

L’article [3] d’Alain Chenciner donne en quelques pages un ´elégant aperçu des méthodes
exposées par Poincaré dans son ouvrage magistral [17]. Lelivre de June Barrow-Green [1], beau-
coup plus technique et plus détaillé, présente une analyse très approfondie des travaux de Poincaré
concernant la mécanique céleste.

Le lecteur trouvera d’intéressantes applications des systèmes dynamiques à l’écologie dans
le livre de Morris Hirsch et Stephen Smale [7]. L’ouvrage de R. Devaney [4] est particulièrement

16. Le genreg(M) de la surfaceM est le nombre maximum de courbes fermées disjointes qu’on peut tracer sur cet
surface de manière telle que coupée selon ces courbes, la surface reste connexe, en un seul morceau. Une sphère de
dimension 2 est de genre 0, un tore de dimension 2 de genre 1.
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recommandé, car il expose, de manière remarquablement claire, les idées essentielles de la théorie
des systèmes dynamiques d’abord dans le cas simple où l’espace des phases est de dimension 1 ;
de plus il traite en termes faciles à comprendre certains aspects importants (tels que la stabilité
structurelle, les systèmes chaotiques, la dynamique symbolique, l’itération d’applications analy-
tiques dans le plan complexe ou la sphère de Riemann) dont nous n’avons pas parlé.

Le livre de J. Guckenheimer et P. Holmes [6] est orienté versl’étude des dynamiques chao-
tiques.

L’ouvrage de M.C. Irwin [8], relativement concis, offre uneexcellente présentation du théorème
de Hartman et Grobman et du théorème des variétés stableet instable, avec des démonstrations
complètes et élégantes. L’ouvrage de J. Palis et W. de Melo [11], quoique d’un niveau plus élevé,
est partiellement abordable pour un étudiant de second cycle. Celui de Marc Chaperon [2] com-
porte une étude approfondie des théorèmes de conjugaison différentiable du type du théorème de
Sternberg.

Le lecteur intéressé pourra trouver, sur le site internetde l’Université de Nancy II, à l’adresse
http://www.univ-nancy2.fr/poincare/chp/hpbibht.html

une liste à peu près complète des publications d’Henri Poincaré. Pour la plupart, ces publications
peuvent être librement et gratuitement téléchargées depuis ce site.
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