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Pourquoil les structures de Poisson ?

fOn a vu que la réduction symplectique d’une variété T
symplectique (M, w) comportait deux etapes :
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Pourquoil les structures de Poisson ?

fOn a vu que la réduction symplectique d’une variété T
symplectique (M, w) comportait deux etapes :

# restriction a une sous-variété de rang constant NV de M,

o |
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Pourquoil les structures de Poisson ?

fOn a vu que la réduction symplectique d’une variété T
symplectique (M, w) comportait deux etapes :

# restriction a une sous-variété de rang constant NV de M,

#® quotient de N par son feuilletage caractéristique.

o |
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Pourquoil les structures de Poisson ?

fOn a vu que la réduction symplectique d’une variété T
symplectique (M, w) comportait deux etapes :

# restriction a une sous-variété de rang constant NV de M,
#® quotient de N par son feuilletage caractéristique.

La structure symplectique n’est rétablie qua I'issue de la
seconde étape. Elle n’est pas stable sous l'efffet d’'une de
ces deux operations, effectuee seule :

o |
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Pourquoil les structures de Poisson ?

fOn a vu que la réduction symplectique d’une variété T
symplectique (M, w) comportait deux etapes :

# restriction a une sous-variété de rang constant NV de M,
#® quotient de N par son feuilletage caractéristique.

La structure symplectique n’est rétablie qua I'issue de la
seconde étape. Elle n’est pas stable sous l'efffet d’'une de
ces deux operations, effectuee seule :

# la restriction a une sous-variété N transforme la forme
symplectique de M en une 2-forme sur N, fermée, mais
pas forcement non degénéree;

o |
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Pourquoil les structures de Poisson ?

fOn a vu que la réduction symplectique d’une variété T
symplectique (M, w) comportait deux etapes :

# restriction a une sous-variété de rang constant NV de M,
#® quotient de N par son feuilletage caractéristique.

La structure symplectique n’est rétablie qua I'issue de la
seconde étape. Elle n’est pas stable sous l'efffet d’'une de
ces deux operations, effectuee seule :

# la restriction a une sous-variété N transforme la forme
symplectique de M en une 2-forme sur N, fermée, mais
pas forcement non degénéree;

# le quotient par un feuilletage, appliqgué a une variété

symplectique, fait apparaitre une notion nouvelle, celle de
Lstructure de Poisson. J
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Origine des structures de Poisson

fLe crochet de Poisson de deux fonctions définies sur le T
fibré cotangent 7* N a une variété N a été découvert par
Siméon Denis Poisson en 1809 [21]. Lagrange et Poisson
I'ont employé pour résoudre le probleme de variation des
constantes d’intéegration. lIs n’ont considéré cependant que
le crochet des fonctions coordonnées, pas celui de deux
fonctions quelconques, et n’ont pas mentionné la propriété
la plus importante de ce crochet : lI'identité de Jacobi,
découverte par Carl Gustav Jacobi [7].

o |
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Origine des structures de Poisson

fLe crochet de Poisson de deux fonctions définies sur le T
fibré cotangent 7* N a une variété N a été découvert par
Siméon Denis Poisson en 1809 [21]. Lagrange et Poisson
I'ont employé pour résoudre le probleme de variation des
constantes d’intéegration. lIs n’ont considéré cependant que
le crochet des fonctions coordonnées, pas celui de deux
fonctions quelconques, et n’ont pas mentionné la propriété
la plus importante de ce crochet : lI'identité de Jacobi,
découverte par Carl Gustav Jacobi [7].

Ce n’est gu’au cours de la seconde moitie du XX-eme
siecle que la notion de structure de Poisson, sous sa forme
genérale, a éte identifiee et systematiquement etudiée.

o |
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Origine des structures de Poisson

fLe crochet de Poisson de deux fonctions définies sur le T
fibré cotangent 7* N a une variété N a été découvert par
Siméon Denis Poisson en 1809 [21]. Lagrange et Poisson
I'ont employé pour résoudre le probleme de variation des
constantes d’intéegration. lIs n’ont considéré cependant que
le crochet des fonctions coordonnées, pas celui de deux
fonctions quelconques, et n’ont pas mentionné la propriété
la plus importante de ce crochet : lI'identité de Jacobi,
découverte par Carl Gustav Jacobi [7].

Ce n’est gu’au cours de la seconde moitie du XX-eme
siecle que la notion de structure de Poisson, sous sa forme
genérale, a éte identifiee et systematiquement etudiée.

'étude approfondie des structures de Poisson est due a
André Lichnerowicz [16] et indepensamment Alexander J
LKiriIIov [8], Alan Weinstein [27].
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Définition et premieres propriétés

fDéfinition Une structure de Poisson sur une variété T
différentiable M est déterminée par la donnée d’'une loi de
composition sur I'espace C*°(M,R), appelée crochet,

(f,9) — {f, g}, verifiant les propriéte :

o |
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Définition et premieres propriétés

fDéfinition Une structure de Poisson sur une variété T
différentiable M est déterminée par la donnée d’'une loi de
composition sur I'espace C*°(M,R), appelée crochet,

(f,9) — {f, g}, verifiant les propriéte :

® Dbilinéarité,
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Définition et premieres propriétés

fDéfinition Une structure de Poisson sur une variété T
différentiable M est déterminée par la donnée d’'une loi de
composition sur I'espace C*°(M,R), appelée crochet,

(f,9) — {f, g}, verifiant les propriéte :

o Dbilinearité,
® antisymétrie, {g, f} = —{f, g},

o |

Ecole d'été de Brasilia, février 2008 Algébre et géométrie dans le monde symplectique. 11l Les structures de Poisson — p. 7/61



Définition et premieres propriétés

fDéfinition Une structure de Poisson sur une variété T
différentiable M est déterminée par la donnée d’'une loi de
composition sur I'espace C*°(M,R), appelée crochet,

(f,9) — {f, g}, verifiant les propriéte :

® Dbilinéarité,
® antisymétrie, {g, f} = —{f, 9},
® identité de Jacobi,

{f {g.h}}+ {g.{n, f}} + {h.{f.9}} =0,

o |
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Définition et premieres propriétés

fDéfinition Une structure de Poisson sur une variété T
différentiable M est déterminée par la donnée d’'une loi de
composition sur I'espace C*°(M,R), appelée crochet,

(f,9) — {f, g}, verifiant les propriéte :

® Dbilinéarité,
® antisymétrie, {g, f} = —{f, 9},
® identité de Jacobi,

{f {g.h}}+ {g.{n, f}} + {h.{f.9}} =0,

® [dentité de Leibniz

{f,gh} ={f,gth+g{f h}.

o |
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Définition et premieres proprietes (2)
~ Remarques o

# D’apres les trois premieres proprietés C°°(M,R), avec le
crochet pour loi de composition, est une algebre de Lie.
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Définition et premieres proprietes (2)
~ Remarques o

# D’apres les trois premieres proprietés C°°(M,R), avec le
crochet pour loi de composition, est une algebre de Lie.

# La troisieme propriété a pour conséquence :

o |
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Définition et premieres proprietes (2)
~ Remarques o

# D’apres les trois premieres proprietés C°°(M,R), avec le
crochet pour loi de composition, est une algebre de Lie.

# La troisieme propriété a pour conséquence :

la valeur {f, g}(x) en un point x € M du crochet des
fonctions f et g ne dépend que de df (x) et de dg(x), de
maniere bilinéaire antisymétrique. Par suite :

o |
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Définition et premieres proprietes (2)
~ Remarques o

# D’apres les trois premieres proprietés C°°(M,R), avec le
crochet pour loi de composition, est une algebre de Lie.

# La troisieme propriété a pour conséquence :

la valeur {f, g}(x) en un point x € M du crochet des
fonctions f et g ne dépend que de df (x) et de dg(x), de
maniere bilinéaire antisymétrique. Par suite :

Proposition  Sur une variété M munie d’'une structure
de Poisson, Il existe un unique champ de tenseurs A, deux
fois contravariant et antisymétrique, appelé tenseur de
Poisson, tel que le crochet { f, g} de deux fonctions ait pour
expression

{f, 9} = Aldf,dg) .
LOn dit alors que (M, A) est une varieté de Poisson. J
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Définition et premieres proprietes (3)

~ Observation importante  Soit A un champ de o
tenseurs deux fois contravariant et antisymétrique défini sur
une variété différentiable M. On définit une loi de
composition sur C*°(M,R) en posant, pour f et
g€ C®°(M,R)

1f,93 = Aldf,dg) .

o |
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Définition et premieres proprietes (3)

~ Observation importante  Soit A un champ de o
tenseurs deux fois contravariant et antisymétrique défini sur
une variété différentiable M. On définit une loi de
composition sur C*°(M,R) en posant, pour f et
g€ C®°(M,R)

1f,93 = Aldf,dg) .

Cette loi de composition est bilinéaire, antisymétrique, et
elle vérifie I'identité de Leibniz

{f,gh}y ={f.gth + g{f,h}.

o |
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Définition et premieres proprietes (3)

~ Observation importante  Soit A un champ de o
tenseurs deux fois contravariant et antisymétrique défini sur
une variété différentiable M. On définit une loi de
composition sur C*°(M,R) en posant, pour f et
g€ C®°(M,R)

1f,93 = Aldf,dg) .

Cette loi de composition est bilinéaire, antisymétrique, et
elle vérifie I'identité de Leibniz

{f,gh}y ={f.gth + g{f,h}.

Mais elle ne vérifie pas necessairement l'identité de Jacobi,
de sorte que (M, A) n'est en général pas une variéte de
Poisson.

o |
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Définition et premieres propriétes (4)

fPropOSition Soit A un champ de tenseurs deux fois T
contravariant et antisymetrique défini sur une varieteé
différentiable M. On définit une loi de composition sur
C*>°(M,R) en posant, pour f et g € C*°(M,R)

{f.9} = A(df,dg).

o |
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Définition et premieres propriétes (4)

fPropOSition Soit A un champ de tenseurs deux fois T
contravariant et antisymetrique défini sur une varieteé
differentiable M. On définit une loi de composition sur
C*>°(M,R) en posant, pour f et g € C*°(M,R)

{f,9} = Aldf.dg) .
Cette loi de composition veérifie I'identité de Jacobi, donc fait
de (M, A) une variété de Poisson, si et seulement si

[AvA] =0,

le crochet figurant au membre de gauche de cette égalité
étant le crochet de Schouten-Nijenhuis.

o |
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Définition et premieres propriétes (4)

fPropOSition Soit A un champ de tenseurs deux fois T
contravariant et antisymetrique défini sur une varieteé
différentiable M. On définit une loi de composition sur
C*>°(M,R) en posant, pour f et g € C*°(M,R)

{f.9} = A(df,dg).

Cette loi de composition veérifie I'identité de Jacobi, donc fait
de (M, A) une variété de Poisson, si et seulement si

A,Al =0,
le crochet figurant au membre de gauche de cette égalité
étant le crochet de Schouten-Nijenhuis.

On verra plus loin la définition et les propriétés du crochet
de Schouten-Nijenhuis, qui prolonge le crochet bien connu
Ldes champs de vecteurs. J
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Exemples de varietes de Poisson

fPremier exemple  Toute variété symplectique (M, Q) T
possede une structure de Poisson associee a sa structure
symplectique. Son tenseur de Poisson A est I'image de la
forme symplectique w par le prolongement aux puissances
extérieures de lI'isomorphisme

AV TEM — TM inverse de

W TM —>TM, v w(v)=—i(v)w.

o |
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Exemples de varietes de Poisson

fPremier exemple  Toute variété symplectique (M, Q) T
possede une structure de Poisson associee a sa structure
symplectique. Son tenseur de Poisson A est I'image de la
forme symplectique w par le prolongement aux puissances
extérieures de lI'isomorphisme

AV TEM — TM inverse de

W TM —TM, v—w(v)=—i(v)w.
A ainsi déefini vérifie [A, A] = 0 parce que w Vérifie dw = 0.

o |
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Exemples de varietes de Poisson

fPremier exemple  Toute variété symplectique (M, Q) T
possede une structure de Poisson associee a sa structure
symplectique. Son tenseur de Poisson A est I'image de la
forme symplectique w par le prolongement aux puissances
extérieures de lI'isomorphisme

AV TEM — TM inverse de

W TM —TM, v—w(v)=—i(v)w.
A ainsi déefini vérifie [A, A] = 0 parce que w Vérifie dw = 0.

Inversement, si (M, A est une varieté de Poisson dont le
tenseur A est partout de rang dim M, M possede une forme
symplectique w dont A est le tenseur de Poisson associé.

o |
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Exemples de varietes de Poisson (2)

~ Deuxiéme exemple  Soit G une algébre de Liede
dimension finie et G* I'espace vetoriel dual. Le crochet |, |
de l'algebre de Lie G est une loi de composition sur les
fonctions linéaires sur G*, puisque I'espace formé par ces
fonctions est le dual de G*, c’est-a-dire le bidual de G, qu’'on
identifie naturellement a G.

o |
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Exemples de varietes de Poisson (2)

~ Deuxiéme exemple  Soit G une algébre de Liede
dimension finie et G* I'espace vetoriel dual. Le crochet |, |
de l'algebre de Lie G est une loi de composition sur les
fonctions linéaires sur G*, puisque I'espace formé par ces
fonctions est le dual de G*, c’est-a-dire le bidual de G, qu’'on
identifie naturellement a G.

On prolonge cette loi de composition a I'espace de toutes
les fonctions differentiables sur G en posant

{£,94&) = (& [dF(©).dg(9)]), €€g", fetgeCX(G"R).

o |
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Exemples de varietes de Poisson (2)

~ Deuxiéme exemple  Soit G une algébre de Liede
dimension finie et G* I'espace vetoriel dual. Le crochet |, |
de l'algebre de Lie G est une loi de composition sur les
fonctions linéaires sur G*, puisque I'espace formé par ces
fonctions est le dual de G*, c’est-a-dire le bidual de G, qu’'on
identifie naturellement a G.

On prolonge cette loi de composition a I'espace de toutes
les fonctions differentiables sur G en posant

{£,94&) = (& [dF(©).dg(9)]), €€g", fetgeCX(G"R).

On vérifie aisément que ce crochet deéfinit bien une
structure de Poisson sur G*, appelée structure de
Kirillov—Kostant—Souriau. Découverte par Sophus Lie, elle
a ete redecouverte (150 ans plus tard!) par ces auteurs.
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Applications de Poisson

fDéfinition Soient (M1, A1) et (M, Ay) deux variétés de T
Poisson. Une application différentiable ¢ : M; — M5 est dite
de Poisson si pour tout couple (f, g) de fonctions éléments
de COO(MQ, R)

{fov,govtar, ={f. 9}, OU {¢"f, 0 g}tm, =0 {f, 9}, -

o |
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Applications de Poisson

fDéfinition Soient (M1, A1) et (M, Ay) deux variétés de T
Poisson. Une application différentiable ¢ : M; — M5 est dite
de Poisson si pour tout couple (f, g) de fonctions éléments
de COO(MQ, R)

{fov,govtar, ={f. 9}, OU {¢"f, 0 g}tm, =0 {f, 9}, -

Proposition  Soient (M7, A1), (Ms, As) et (Ms, A3) trois
variétés de Poisson, ¢ : M1 — My et : My — Mz des
applications différentiables.

o |
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Applications de Poisson

fDéfinition Soient (M1, A1) et (M, Ay) deux variétés de T
Poisson. Une application différentiable ¢ : M; — M5 est dite
de Poisson si pour tout couple (f, g) de fonctions éléments
de COO(MQ, R)

{fov,govtar, ={f. 9}, OU {¢"f, 0 g}tm, =0 {f, 9}, -

Proposition  Soient (M7, A1), (Ms, As) et (Ms, A3) trois
variétés de Poisson, ¢ : M1 — My et : My — Mz des
applications différentiables.

® Sip ety sont de Poisson, o : M7 — Mj est de
Poisson.

o |
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Applications de Poisson

fDéfinition Soient (M1, A1) et (M, Ay) deux variétés de T
Poisson. Une application différentiable ¢ : M; — M5 est dite

de Poisson si pour tout couple (f, g) de fonctions éléments
de COO(MQ, R)

{fov,govtar, ={f. 9}, OU {¢"f, 0 g}tm, =0 {f, 9}, -

Proposition  Soient (M7, A1), (Ms, As) et (Ms, A3) trois
variétés de Poisson, ¢ : M1 — My et : My — Mz des
applications différentiables.

® Sip ety sont de Poisson, o : M7 — Mj est de
Poisson.

® Si p est surjective et de Poisson et ¢ o ¢ de Poisson,
alors 1) est de Poisson. En particulier si ¢ : M; — M; est un

Ldifféomorphisme et est de Poisson, ¢! est de Poisson. J
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Champs hamiltoniens

fDéfinition Soit (M, A) une variété de Poisson. A T
chaqgue fonction f € C*°(M,R) on associe le champ de
vecteurs X = A*(df), appeléchamp de hamiltonien f.

o |
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Champs hamiltoniens

fDéfinition Soit (M, A) une variété de Poisson. A T
chaqgue fonction f € C*°(M,R) on associe le champ de
vecteurs X = A*(df), appeléchamp de hamiltonien f.

Proposition  Soient f et g € C*°(M,R). On a

o |
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Champs hamiltoniens

fDéfinition Soit (M, A) une variété de Poisson. A T
chaqgue fonction f € C*°(M,R) on associe le champ de
vecteurs X = A*(df), appeléchamp de hamiltonien f.

Proposition  Soient f et g € C*°(M,R). On a
. {f, 97 = i(Xy)dg = —i(Xg)df = A(df,dg) .

o |
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Champs hamiltoniens

fDéfinition Soit (M, A) une variété de Poisson. A T
chaqgue fonction f € C*°(M,R) on associe le champ de
vecteurs X = A*(df), appeléchamp de hamiltonien f.

Proposition  Soient f et g € C*°(M,R). On a

. {f, 97 = i(Xy)dg = —i(Xg)df = A(df,dg) .
9o [Xf,Xg] :X{th}.

o |
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Champs hamiltoniens

fDéfinition Soit (M, A) une variété de Poisson. A T
chaqgue fonction f € C*°(M,R) on associe le champ de
vecteurs X = A*(df), appeléchamp de hamiltonien f.

Proposition  Soient f et g € C*°(M,R). On a
. {f,9} =i(Xy)dg = —i(Xy)df = A(df,dyg) .
9 [Xf,Xg] :X{f,g}'

® Soit (t,z) — ®(t,z) = $¢(z) le flot de X, Alors pour tout
t € R, ®; est une application de Poisson (d’'un ouvert de M
sur un autre ouvert de M).

o |

Ecole d'été de Brasilia, février 2008 Algébre et géométrie dans le monde symplectique. Ill Les structures de Poisson — p. 14/61



Champs hamiltoniens

fDéfinition Soit (M, A) une variété de Poisson. A T
chaqgue fonction f € C*°(M,R) on associe le champ de
vecteurs X = A*(df), appeléchamp de hamiltonien f.
Proposition  Soient f et g € C*°(M,R). On a
. {f, 9} = i(Xy)dg = —i(Xg)df = A(df,dg).

» X7 Xl = Xisy -
® Soit (t,z) — ®(t,z) = $¢(z) le flot de X, Alors pour tout

t € R, ®; est une application de Poisson (d’'un ouvert de M
sur un autre ouvert de M).

Les deux denieres propriétés sont des consequences de
I'identité de Jacobi.

o |
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Espaces caracteristiques

fDéfinition Soit (M, A) une variété de Poisson. On T
appelle espace caracteristique en un point x € M le

sous-espace vectoriel A*(7* M) de I'espace tangent 7, M,
formé par les valeurs en = de tous les champs de vecteurs
hamiltoniens possibles.

o |
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Espaces caracteristiques

fDéfinition Soit (M, A) une variété de Poisson. On T
appelle espace caracteristique en un point x € M le

sous-espace vectoriel A*(7* M) de I'espace tangent 7, M,

formé par les valeurs en = de tous les champs de vecteurs
hamiltoniens possibles.

Remarque importante Le sous-ensemble Af(T*M)
du fibré tangent 7'M n’est en généeral pas un sous-fibré
vectoriel, car son rang en chaque point z (dimension de

AY(T*M)) dépend en général du point = considéré.
Cependant :

o |
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Espaces caracteristiques

fDéfinition Soit (M, A) une variété de Poisson. On T
appelle espace caracteristique en un point x € M le
sous-espace vectoriel A*(7* M) de I'espace tangent 7, M,

formé par les valeurs en = de tous les champs de vecteurs
hamiltoniens possibles.

Remarque importante Le sous-ensemble Af(T*M)
du fibré tangent 7'M n’est en généeral pas un sous-fibré
vectoriel, car son rang en chaque point z (dimension de
AY(T*M)) dépend en général du point = considéré.
Cependant :

Théoreme Le champ de directions caractéristiques

AY(T*M) est complétement intégrable au sens de Stefan et
Sussmann, et définit un feuilletage de Stefan, appelé
feuilletage symlectique de la variété de Poisson (M, A). J
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Feuilletage symplectique

fCommentaire Le feuilletage symplectique d’une T
variété de Poisson (M, A) n’est pas un feuilletage au sens
usuel, car les feuilles ne sont en general pas toutes de la
méme dimension. Ses proprietes sont :

o |
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Feuilletage symplectique

fCommentaire Le feuilletage symplectique d’une T
variété de Poisson (M, A) n’est pas un feuilletage au sens

usuel, car les feuilles ne sont en general pas toutes de la
méme dimension. Ses proprietes sont :

# par chague point de M passe une feuille unique,
sous-veériété immergée de M, tangente en chacun de ses

points z & 'espace caractéristique A*(T*M);
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Feuilletage symplectique

fCommentaire Le feuilletage symplectique d’une T
variété de Poisson (M, A) n’est pas un feuilletage au sens
usuel, car les feuilles ne sont en general pas toutes de la
méme dimension. Ses proprietes sont :

# par chague point de M passe une feuille unique,
sous-veériété immergée de M, tangente en chacun de ses

points z & 'espace caractéristique A*(T*M);
# les feuilles symplectiques forment une partition de M ;

o |
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Feuilletage symplectique

fCommentaire Le feuilletage symplectique d’une T
variété de Poisson (M, A) n’est pas un feuilletage au sens
usuel, car les feuilles ne sont en general pas toutes de la
méme dimension. Ses proprietes sont :

# par chague point de M passe une feuille unique,
sous-veériété immergée de M, tangente en chacun de ses
points z & 'espace caractéristique A*(T*M);

# les feuilles symplectiques forment une partition de M ;

#® chacune de ces feuilles possede une structure de
variété symplectique telle gue son injection canonigue dans
(M, A) soit de Poisson;

o |
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Feuilletage symplectique

fCommentaire Le feuilletage symplectique d’une T
variété de Poisson (M, A) n’est pas un feuilletage au sens
usuel, car les feuilles ne sont en general pas toutes de la
méme dimension. Ses proprietes sont :

# par chague point de M passe une feuille unique,
sous-veériété immergée de M, tangente en chacun de ses

points z & 'espace caractéristique A*(T*M);
# les feuilles symplectiques forment une partition de M ;

#® chacune de ces feuilles possede une structure de

variété symplectique telle gue son injection canonigue dans
(M, A) soit de Poisson;

# |a valeur en un point x € M du crochet { f, g} de deux
fonctions ne dépend que de la restriction de ces deux
fonctions a la feuille symplectigue passant par . J
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Exemples de feullletages symplectique

fPremier exemple Le feuilletage symplectique d’une T
variété symplectique connexe (M,w), munie de sa structure
de Poisson associée, comporte une seule feuille
symplectique, la varieté M entiere.

o |
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Exemples de feullletages symplectique

fPremier exemple Le feuilletage symplectique d’une T
variété symplectique connexe (M,w), munie de sa structure
de Poisson associée, comporte une seule feuille
symplectique, la varieté M entiere.

Second exemple  Soit G un groupe de Lie connexe, G
son algebre de Lie et G* I'espace dual de G. On a vu que G*
possede une structure de Poisson naturelle. Ses feuilles
symplectiques sont les orbites de la représentation
coadjointe de G.

o |
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Exemples de feullletages symplectique

fPremier exemple Le feuilletage symplectique d’une T
variété symplectique connexe (M,w), munie de sa structure
de Poisson associée, comporte une seule feuille
symplectique, la varieté M entiere.

Second exemple  Soit G un groupe de Lie connexe, G
son algebre de Lie et G* I'espace dual de G. On a vu que G*
possede une structure de Poisson naturelle. Ses feuilles
symplectiques sont les orbites de la représentation
coadjointe de G.
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Voisinage d’'une feullle symplectique

fPropOSition Soit (M, A) une variété de Poisson et S T
une de ses feuilles symplectiques. Il existe une variété de
Poisson (@, Ag), de dimension dim M — dim S, un point
s €  tel que Ag(s) =0, un voisinage U de S dans M et un
difféomorphisme de Poisson ¢ : U — S x @ muni de la
structure de Poisson produit (S étant munie de la structure
de Poisson associée a sa structure symplectique), tel que
pourtout x € S, p(z) = (x, s).

o |
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Voisinage d’'une feullle symplectique

fPropOSition Soit (M, A) une variété de Poisson et S T
une de ses feuilles symplectiques. Il existe une variété de
Poisson (@, Ag), de dimension dim M — dim S, un point
s €  tel que Ag(s) =0, un voisinage U de S dans M et un
difféomorphisme de Poisson ¢ : U — S x @ muni de la
structure de Poisson produit (S étant munie de la structure
de Poisson associée a sa structure symplectique), tel que
pourtout x € S, p(z) = (x, s).

Le germe en s de la structure de Poisson de () est
determiné de maniere unique et appelé structure de
Poisson transverse a la feuille symplectique S.
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Voisinage d’'une feuille symplectigue (2)

fCorOIIaire (analogue du théoréme de Darboux). Soit p T
un point de la variéte de Poisson (M, A), n la dimension de
M et 2l le rang de A(p). Il existe une carte de M dont le
domaine est un voisinage ouvert U de p et dont les
fonctions coordonnées x1,...,x;, Y1, ..., U1, 21, ., Z5p—9]
verifient
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Voisinage d’'une feuille symplectigue (2)

fCorOIIaire (analogue du théoréme de Darboux). Soit p T
un point de la variéte de Poisson (M, A), n la dimension de
M et 2l le rang de A(p). Il existe une carte de M dont le
domaine est un voisinage ouvert U de p et dont les
fonctions coordonnées x1,...,x;, Y1, ..., U1, 21, ., Z5p—9]
verifient
® pourl <, <, 1<k<n-—2,

{zi,ziy ={vi,y;} =0, A{xi,y;t =06, {xi, 2z} ={vi,z} =0,
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Voisinage d’'une feuille symplectigue (2)

fCorOIIaire (analogue du théoréme de Darboux). Soit p T
un point de la variéte de Poisson (M, A), n la dimension de
M et 2l le rang de A(p). Il existe une carte de M dont le
domaine est un voisinage ouvert U de p et dont les
fonctions coordonnées x1,...,x;, Y1, ..., U1, 21, ., Z5p—9]
verifient
® pourl <, <, 1<k<n-—2,

{zi,ziy ={vi,y;} =0, A{xi,y;t =06, {xi, 2z} ={vi,z} =0,

® pourl <k, m<n-—2lles{z,2,} ne sont fonction
gue des variables z, ..., z,_o; et sont nuls au point p.
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Linéarisation

fPropOSition Soit (M, A) une variété de Poisson et T
p € M tel que A(p) = 0. Lespace cotangent 7,y M possede

une structure d’algebre de Lie dont le crochet est défini par

€,m =d({f.g})(D),
ouletneT;M,etou fetge C*(M,R)sontdeux
fonctions telles que df (p) = £ et dg(p) = 7.

o |
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Linéarisation

fPropOSition Soit (M, A) une variété de Poisson et T
p € M tel que A(p) = 0. Lespace cotangent 7,y M possede

une structure d’algebre de Lie dont le crochet est défini par

€,m =d({f.g})(D),
ouletneT;M,etou fetge C*(M,R)sontdeux
fonctions telles que df (p) = £ et dg(p) = 7.

Preuve (abrégée). Ainsi défini [, ] ne dépend que de
df (p) et de dg(p), non du choix de f et g, parce que A(p) =0
(simple calcul en coordonnées locales). Lidentité de Jacobi
verifiee par le crochet de Poisson implique l'identite de
Jacobi pour le crochet | | |.
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Linearisation (2)

fPropOSition (conséquence de la précédente) Soit T
(M, A) une variété de Poisson et p € M tel que A(p) = 0.
Lespace tangent 7;,M possede une structure de Poisson
linéaire, déterminée par le jet d’'ordre 1 de la structure de
Poisson de M au point p, appelée la linéarisée de la
structure de Poisson de M au point p.
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Linearisation (2)

fPropOSition (conséquence de la précédente) Soit T
(M, A) une variété de Poisson et p € M tel que A(p) = 0.
Lespace tangent 7;,M possede une structure de Poisson
linéaire, déterminée par le jet d’'ordre 1 de la structure de
Poisson de M au point p, appelée la linéarisée de la
structure de Poisson de M au point p.

Preuve (abrégée). Lespace tangent 7),M peut étre
considere comme le dual de I'espace cotangent 77 M, qui

possede une structure d’algebre de Lie, donc 7, M est
naturellement muni d’'une structure de Poisson linéaire.

o |
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Linearisation (2)

fPropOSition (conséquence de la précédente) Soit T
(M, A) une variété de Poisson et p € M tel que A(p) = 0.
Lespace tangent 7;,M possede une structure de Poisson
linéaire, déterminée par le jet d’'ordre 1 de la structure de
Poisson de M au point p, appelée la linéarisée de la
structure de Poisson de M au point p.

Preuve (abrégée). Lespace tangent 7),M peut étre
considere comme le dual de I'espace cotangent 77 M, qui

possede une structure d’algebre de Lie, donc 7, M est
naturellement muni d’'une structure de Poisson linéaire.

L'équivalence d’'une structure de Poisson A et de sa
linéarisée en un point ou A s’annule a donné lieu a de
nombreux travaux, notamment de Jack Conn, Pierre

LMoIino. J
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Linéarisation (3)

~ Lin éarisation de la structure transverse Soit |
(M, A) une variété de Poisson, p € M tel que A(p) soit de
rang 2k > 0, et S la feuille symplectigue passant par p. On a
VU qu’un voisinage U de S dans M pouvait étre identifie,
par un difféomorphisme de Poisson, au produit S x 7" de la
feuille symplectique S et d’'une variété de Poisson (7', A1),
la feuille symplectique S étant identifiee a S x {s}, s etant
un point de T tel que Ar(s) = 0.

o |
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Linéarisation (3)

~ Lin éarisation de la structure transverse Soit |
(M, A) une variété de Poisson, p € M tel que A(p) soit de
rang 2k > 0, et S la feuille symplectigue passant par p. On a
VU qu’un voisinage U de S dans M pouvait étre identifie,
par un difféomorphisme de Poisson, au produit S x 7" de la
feuille symplectique S et d’'une variété de Poisson (7', A1),
la feuille symplectique S étant identifiee a S x {s}, s etant
un point de T tel que Ar(s) = 0.

Linéariser la structure de Poisson transverse a la feuille S,
c’est linéariser la structure de Poisson A, au point s.

o |
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Linéarisation (3)

~ Lin éarisation de la structure transverse Soit |
(M, A) une variété de Poisson, p € M tel que A(p) soit de
rang 2k > 0, et S la feuille symplectigue passant par p. On a
VU qu’un voisinage U de S dans M pouvait étre identifie,
par un difféomorphisme de Poisson, au produit S x 7" de la
feuille symplectique S et d’'une variété de Poisson (7', A1),
la feuille symplectique S étant identifiee a S x {s}, s etant
un point de T tel que Ar(s) = 0.

Linéariser la structure de Poisson transverse a la feuille S,
c’est linéariser la structure de Poisson A, au point s.

'espace vectoriel qui porte cette structure de Poisson
linéaire est 'espace normal N, =T, M/T,S a la feuille
symplectique S en un quelconque de ses points .
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Quotients de variétées de Poisson

fPropOSition Soit (M, A) une variété de Poisson et T
7w : M — N une submersion surjective.

o |
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Quotients de variétées de Poisson

fPropOSition Soit (M, A) une variété de Poisson et T
7w : M — N une submersion surjective.

# Pour tout couple (f, g) de fonctions elements de
C°°(N,R), le crochet de Poisson {f o 7, g o 7} est constant
sur chaque fibre #=1(z), z € N, si et seulement s'il exite sur
N une structure de Poisson Ay telle que = : M — N soit
une application de Poisson.

o |
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Quotients de variétées de Poisson

fPropOSition Soit (M, A) une variété de Poisson et T
7w : M — N une submersion surjective.

# Pour tout couple (f, g) de fonctions elements de
C°°(N,R), le crochet de Poisson {f o 7, g o 7} est constant
sur chaque fibre #=1(z), z € N, si et seulement s'il exite sur
N une structure de Poisson Ay telle que = : M — N soit
une application de Poisson.

#® Lorsque c'est le cas, cette structure de Poisson sur N
est unique.

o |

Ecole d'été de Brasilia, février 2008 Algébre et géométrie dans le monde symplectique. Ill Les structures de Poisson — p. 23/61



Quotients de variétées de Poisson

fPropOSition Soit (M, A) une variété de Poisson et T
7w : M — N une submersion surjective.

# Pour tout couple (f, g) de fonctions elements de
C°°(N,R), le crochet de Poisson {f o 7, g o 7} est constant
sur chaque fibre #=1(z), z € N, si et seulement s'il exite sur
N une structure de Poisson Ay telle que = : M — N soit
une application de Poisson.

#® Lorsque c'est le cas, cette structure de Poisson sur N
est unique.

# Ces conditions sont satisfaites, notamment, lorsque
pour tout point z € N, 7! (z) est connexe et que ker T'w est
ocalement engendré, au voisinage de chaque point de MM,
par des champs de vecteurs hamiltoniens.

o |
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Quotients de varietes de Poisson (2)

fCaS particulier important La proposition précédentej
prend une forme particulierement simple lorsque (M, A) est
une variété symplectique (M, w), munie de la structure de
Poisson associée a w, etque 7 : M — N est la projection
de M sur la varieté des feuilles d’'un feuilletage régulier F
de M, engendré par un sous-fibré completement intégrable
ker T'm de T'M. Dans ce cas :

o |
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Quotients de varietes de Poisson (2)

fCaS particulier important La proposition précédentej
prend une forme particulierement simple lorsque (M, A) est
une variété symplectique (M, w), munie de la structure de
Poisson associée a w, etque 7 : M — N est la projection
de M sur la varieté des feuilles d’'un feuilletage régulier F
de M, engendré par un sous-fibré completement intégrable
ker T'm de T'M. Dans ce cas :

Théoreme (P Libermann). Il existe sur N une structure
de Poisson pour laquelle 7 est une application de Poisson
# sietseulement sile feuilletage F est symplectiguement
complet, c’est-a-dire tel que le crochet d e Poisson de deux
iIntégrales premieres de ce feuilletage soit une intégrale
premiere, ou encore,

# sietseulement si orth(ker T'7) est completement

~ intégrable. o
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Quotients de varietes de Poisson (3)

fPaireS duales  Dans les hypothéses du théoreme
précédent, on a une variété symplectique (M, w) munie de
deux feuilletages symplectiguement orthogonaux, définis
par les deux sous-fiorés completement intégrables ker T et
orth(ker T'r). Le premier a été supposé simple puisque
m: M — N = M/ker T'w est la projection sur la variéte des
feullles.
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Quotients de varietes de Poisson (3)

fPaireS duales  Dans les hypothéses du théoreme
précédent, on a une variété symplectique (M, w) munie de
deux feuilletages symplectiguement orthogonaux, définis
par les deux sous-fiorés completement intégrables ker T et
orth(ker T'r). Le premier a été supposé simple puisque
m: M — N = M/ker T'w est la projection sur la variéte des
feullles.

Si le deuxieme feuilletage, défini par orth(ker T'7), est lul
aussi simple (il est toujours possible, localement, de se
ramener a ce cas), on a une seconde projection

w: M — P = M/orth(ker T'r), et il existe sur P une
structure de Poisson unique Ap telle que w soit une
application de Poisson.

o |
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Quotients de varietes de Poisson (3)

fPaireS duales  Dans les hypothéses du théoreme
précédent, on a une variété symplectique (M, w) munie de
deux feuilletages symplectiguement orthogonaux, définis
par les deux sous-fiorés completement intégrables ker T et
orth(ker T'r). Le premier a été supposé simple puisque
m: M — N = M/ker T'w est la projection sur la variéte des
feullles.

Si le deuxieme feuilletage, défini par orth(ker T'7), est lul
aussi simple (il est toujours possible, localement, de se
ramener a ce cas), on a une seconde projection

w: M — P = M/orth(ker T'r), et il existe sur P une
structure de Poisson unique Ap telle que w soit une
application de Poisson.
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Quotients de varietés de Poisson (4)

fPaireS duales (suite)  A. Weinstein [27] appelle paire T
duale la paire de variétes de Poisson formée par (N, Ay) et
(P, Ap). I a montré que leurs structures de Poisson
transverses, en deux points n(x) et w(x), Images par r et
par - d’'un méme point x € M, sont anti-isomorphes.

o |
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Exemple : qguotients du fibre cotangent

fActions d’'un groupe de Lie sur son fibr e T
cotangent  Soit G un groupe de Lie connexe. On munit
son fibré cotangent 7T*G de sa forme symplectique
canonigue wg.

o |
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Exemple : qguotients du fibre cotangent

fActions d’'un groupe de Lie sur son fibr e T
cotangent  Soit G un groupe de Lie connexe. On munit
son fibré cotangent 7T*G de sa forme symplectique
canonigue wg.

Les actions de G sur lui-méme par translation :
L:(g,h) — Ly(h)=gh, R:(h,g)— Ryh)=hg, gethed,

se relevent en des actions de G sut TG et sur T*G

o |
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Exemple : qguotients du fibre cotangent

fActions d’'un groupe de Lie sur son fibr & T
cotangent  Soit G un groupe de Lie connexe. On munit

son fibré cotangent 7T*G de sa forme symplectique
canonigue wg.

Les actions de G sur lui-méme par translation :
L:(g,h) — Ly(h)=gh, R:(h,g)— Ryh)=hg, gethed,
se relevent en des actions de G sut T'G et sur T*G

TL:(g,X)—TLy(X), TR:(X,9)—TRyX),

L:(g.6) v Ly(€) ="(TLy)(€), R:(Eg)— Ry(€) = (TRy1)(
t(TLg)(f)vX — gaTLg(X) y tTRg f,X — gvTRQX '
D ) = { ), ("TRy)(€),X) = ( >>J
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—xemple : quotients du fibré cotangent (Z

fProposition Les actions de G sur T*G, & gauche L et éj

droite 2, commutent et sont hamiltoniennes.Leurs orbites
sont les images, respectivement, des 1-formes invariantes a
gauche et des 1-formes invariantes a droite sur G. Leurs
moments J;, et Jp ont pour expression

o |
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—xemple : quotients du fibré cotangent (Z

fProposition Les actions de G sur T*G, & gauche L et éj

droite 2, commutent et sont hamiltoniennes.Leurs orbites
sont les images, respectivement, des 1-formes invariantes a
gauche et des 1-formes invariantes a droite sur G. Leurs
moments J;, et Jp ont pour expression

AN

J(€) = Ry-1(8),  Jr(€) = Lp1(§), €€T;G.
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—xemple : quotients du fibré cotangent (Z

fProposition Les actions de G sur T*G, & gauche L et éj

droite 2, commutent et sont hamiltoniennes.Leurs orbites
sont les images, respectivement, des 1-formes invariantes a
gauche et des 1-formes invariantes a droite sur G. Leurs
moments J;, et Jp ont pour expression

JL(€) = Rp1(€), Jr(€) =Lyp1(§), Ee€T;G.

Remarque  Ji(&) et Jg(€) sont les valeurs, a I'élément
neutre e, respectivement, de la 1-forme invariante a droite
et de la 1-forme invariante a gauche, qui prennent la valeur
£ au point h.
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—xemple : quotients du fibré cotangent (Z

fProposition Les actions de G sur T*G, & gauche L et éj

droite 2, commutent et sont hamiltoniennes.Leurs orbites
sont les images, respectivement, des 1-formes invariantes a
gauche et des 1-formes invariantes a droite sur G. Leurs
moments J;, et Jp ont pour expression

JL(€) = Rp1(€), Jr(€) =Lyp1(§), Ee€T;G.

Remarque  Ji(&) et Jg(€) sont les valeurs, a I'élément
neutre e, respectivement, de la 1-forme invariante a droite
et de la 1-forme invariante a gauche, qui prennent la valeur
£ au point h.

Cons équence J est constant sur chaque orbite de
'action R et Jp est constant sur chaque orbite de I'action L.
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=xemple : quotients du fibré cotangent (<
~ Proposition o

# Le moment J;, est équivariant pour les actions de G a
gauche, L sur T*G, et coadjointe sur TG identifié & G*

(9,¢) = Ad;(Q) = Lyo Ry1(¢), g€G, CeTIG.
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=xemple : quotients du fibré cotangent (<
~ Proposition o

# Le moment J;, est équivariant pour les actions de G a
gauche, L sur T*G, et coadjointe sur TG identifié & G*

(9,¢) = Ad;(Q) = Lyo Ry1(¢), g€G, CeTIG.

# Le moment Jg est équivariant pour les actions a droite
de G, R sur T*G, et coadjointe modifiee (pour devenir une
action a droite) sur TG identifié a G*

AN

(Cg) = Al (Q) = L1 0 Ry(Q), g€G, (ETIG.
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=xemple : quotients du fibré cotangent (<
~ Proposition o

# Le moment J;, est équivariant pour les actions de G a
gauche, L sur T*G, et coadjointe sur TG identifié & G*

(9,¢) = Ad;(Q) = Lyo Ry1(¢), g€G, CeTIG.

# Le moment Jg est équivariant pour les actions a droite

de G, R sur T*G, et coadjointe modifiee (pour devenir une
action a droite) sur TG identifié a G*

(¢, 9) HAdZ—l(C) = Zg—l oﬁg(g‘), geG, (eT G.

® Les espaces tangents en un point £ € T*G aux orbites
de ce point par les actions L et R sont symplectiqguement

Lorthogonaux. J
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=xemple : quotients du fibré cotangent (£
~ Proposition o

# Le moment Jr est une application de Poisson lorsque
T*G est muni de la structure de Poisson associée a sa
structure symplectique, et TG, identifie a G*, de la
structure de Lie-Poisson de Kirillov—Kostant—Souriau

{f.9}7(Q) = (¢ [df (©), dg(<])-

o |
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=xemple : quotients du fibré cotangent (£
~ Proposition o

# Le moment Jr est une application de Poisson lorsque
T*G est muni de la structure de Poisson associée a sa
structure symplectique, et TG, identifie a G*, de la
structure de Lie-Poisson de Kirillov—Kostant—Souriau

{f.9}7(Q) = (¢ [df (©), dg(<])-

# Le moment J;, est une appllcatlon de Poisson lorsque
T*@G est muni de la structure de Poisson associee a sa
structure symplectique, et TG, identifie a G*, de 'opposée
de la structure de Lie-Poisson de Kirillov—Kostant—Souriau

{£,9}7(¢) = (¢, [df(¢), dy(¢]) -

o |
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=xemple : quotients du fibré cotangent (£
~ Proposition o

# Le moment Jr est une application de Poisson lorsque
T*G est muni de la structure de Poisson associée a sa
structure symplectique, et TG, identifie a G*, de la
structure de Lie-Poisson de Kirillov—Kostant—Souriau

{f.9}7(Q) = (¢ [df (©), dg(<])-

# Le moment J;, est une appllcatlon de Poisson lorsque
T*@G est muni de la structure de Poisson associee a sa
structure symplectique, et TG, identifie a G*, de 'opposée
de la structure de Lie-Poisson de Kirillov—Kostant—Souriau

{£,9}7(¢) = (¢, [df(¢), dy(¢]) -

® TG avec ces deux structures de Poisson opposees
Lforme une paire duale. J
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Le crochet de Schouten-Nijenhuis

fl\/lultivecteurs et formes Soit M une variété T
differentiable de dimension m. Pour chaque entier p > 1, on
note Q2’(m) 'espace des formes différentielles C*° de degré
p et AP(M) 'espace des p-multivecteurs C*°, c’est-a-dire
des champs de tenseurs p-fois covariants antisymétriques
sur M. A'Y(M) est 'espace des champs de vecteurs sur M.

En raison de I'antisymétrie, AP(M) = QP(M) = 0 pour p > m.
Par convention, on pose

AP(M) = QP(M) =0pourp < 0, A°(M)=Q% M) =C>®(M,R).

o |
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Le crochet de Schouten-Nijenhuis

fl\/lultivecteurs et formes Soit M une variété T
differentiable de dimension m. Pour chaque entier p > 1, on
note Q2’(m) 'espace des formes différentielles C*° de degré
p et AP(M) 'espace des p-multivecteurs C*°, c’est-a-dire
des champs de tenseurs p-fois covariants antisymétriques
sur M. A'Y(M) est 'espace des champs de vecteurs sur M.

En raison de I'antisymétrie, AP(M) = QP(M) = 0 pour p > m.
Par convention, on pose

AP(M) = QP(M) =0pourp < 0, A°(M)=Q% M) =C>®(M,R).
Munis du produit extérieur comme loi de composition,

AM) =€ AP(M) et QM) =D (M)

pPEZ PEL

Lsont des algebres graduées. J
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Produit extérieur

fRappeI . produit ext érieur  Soient n € QP(M), T
¢ € QI(M). Pour chaque x € M, n(z) et ((z) sont des
formes, respectivement p-multilinéaire et ¢-multilineaire,
antisymetriques sur 7, M.
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Produit extérieur

fRappeI . produit ext érieur  Soient n € QP(M), T
¢ € QI(M). Pour chaque x € M, n(z) et ((z) sont des
formes, respectivement p-multilinéaire et g-multilinéaire,
antisymetriques sur 7, M.

De méme, soient P € AP(M), Q € AY(M). Pour chaque
r € M, P(x) et Q(x) sont des formes, respectivement
p-multilinéaire et g-multilinéaire, antisymetriques sur 77 M.
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Produit extérieur

fRappeI . produit ext érieur  Soient n € QP(M), T
¢ € QI(M). Pour chaque x € M, n(z) et ((z) sont des
formes, respectivement p-multilinéaire et g-multilinéaire,
antisymetriques sur 7, M.

De méme, soient P € AP(M), Q € AY(M). Pour chaque
r € M, P(x) et Q(x) sont des formes, respectivement
p-multilinéaire et g-multilinéaire, antisymetriques sur 77 M.

Le produit extérieur n A ¢ est une forme différentielle de
degré p + ¢ donnée par la formule, dans laquelle
X1,...,Xp+q SONt des champs de vecteurs,

IACXT, s Xpig)

L = Z e(o)n(Xo(1), ., Xo(p))C(Xopri)s -+ Xo(ptq)) » J
c€S(p,q)
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Produit exterieur (2)

f.p S(p, q) est 'ensemble des permutations o de T
{1,...,p+ q} telles que

cl)<---<o(p) et op+1)<---<olp+q),

ets(o) =1 ou —1 selon que ¢ est paire ou impaire.

o |
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Produit exterieur (2)

f.p S(p, q) est 'ensemble des permutations o de T
{1,...,p+ q} telles que

cl)<---<o(p) et op+1)<---<olp+q),

ets(o) =1 ou —1 selon que ¢ est paire ou impaire.

® PAQ e APTI(M) est défini par des formules analogues,

les p + ¢ champs de vecteurs X; etant remplacés par p + ¢
formes differentielles de degre 1.
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Produit exterieur (2)

f.p S(p, q) est 'ensemble des permutations o de T
{1,...,p+ q} telles que

cl)<---<o(p) et op+1)<---<olp+q),

ets(o) =1 ou —1 selon que ¢ est paire ou impaire.

® PAQ e APTI(M) est défini par des formules analogues,
les p + ¢ champs de vecteurs X, étant remplaces par p + ¢
formes différentielles de degré 1.

® SifeQVM)=A%M)=C>®M,R),

FAC=TC, fAQ=fQ, (eQi(M), Qe Al(M).
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Produit exterieur (2)

f.p S(p, q) est 'ensemble des permutations o de T
{1,...,p+ q} telles que

cl)<---<o(p) et op+1)<---<olp+q),

ets(o) =1 ou —1 selon que ¢ est paire ou impaire.

® PAQ e APTI(M) est défini par des formules analogues,
les p + ¢ champs de vecteurs X, étant remplaces par p + ¢
formes différentielles de degré 1.

® SifeQVM)=A%M)=C>®M,R),
fAC=F1C, fAQ=[Q, C€QiM), QeAlM).

# Le produit extérieur est associatif et

A= (=1PAC, peP(M), CeQi(M). |
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Produit intérieur

fProduit Int érieur par un champ de vecteurs Le T
produit intérieur i(X)n de n € QP(M) par X € A'(M) est la
forme élément de P~ (M) (avec X; € AN (M), 1 <i<p-—1),

i(X)?](Xl, .. ,Xp_l) = U(X, Xl, c . ,Xp_l) ,

o |
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Produit intérieur

fProduit Int érieur par un champ de vecteurs Le T
produit intérieur i(X)n de n € QP(M) par X € A'(M) est la
forme élément de P~ (M) (avec X; € AN (M), 1 <i<p-—1),

i(X)?](Xl, .. ,Xp_l) = U(X, Xl, c . ,Xp_l) ,

Produit int érieur par un multivecteur
® On définiti(P)¢, pour P € AP(M), ¢ € Q4(M) d’abord
lorsque P = X; A--- A X, avec X; € AL(M),

(X1 A AXp)C=i(X1) o i(Xp)C.
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Produit intérieur

fProduit int érieur par un champ de vecteurs Le T
produit intérieur i(X)n de n € QP(M) par X € A'(M) est la
forme élément de P~ (M) (avec X; € AN (M), 1 <i<p-—1),

i(X)?](Xl, .. ,Xp_l) = U(X, Xl, c . ,Xp_l) ,

Produit int érieur par un multivecteur
® On définiti(P)¢, pour P € AP(M), ¢ € Q4(M) d’abord
lorsque P = X; A--- A X, avec X; € AL(M),

(X1 A AXp)C=i(X1) o i(Xp)C.

# Tout P € A(M) étant somme d’'un nombre fini de
p-vecteurs decomposables, la déefinition de i(P)¢ dans le
Lcas géenéral en découle, en prolongeant par linéarité. J
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Produit intérieur (2)
~ Propri étés -

® SifeANM)=C®M,R), ¢e QM) i(f)¢=fC
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Produit intérieur (2)
~ Propri étés -

® Sife A(M)=C®MR),¢eQIM),i(f)=fC.
® SIPeAP(M), Qe AY(M), (e Q"(M),

(P AQ)C=1(P)oi(Q)¢.
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Produit intérieur (2)

 Propri étés
® Sife AM)=C>(M,R),¢e QM) i(f)¢=fc

® SIPeAP(M), Qe AY(M), (e Q"(M),
(P AQ)E=1i(P)oi(Q)C.

# Le produit intérieur par un champ de vecteurs

X ¢ AlL(M) est une dérivation de I'algébre extérieure
Q(M) :sineQP(M), e QIM),

i(X)(AC) = (i(X)n) A+ (=1)Pp A (i(X)C) .



Produit intérieur (2)
~ Propri étés o
® Sife A(M)=C®MR),¢eQIM),i(f)=fC.
® SIPeAP(M), Qe AY(M), (e Q"(M),
(P AQ)E=1i(P)oi(Q)C.

# Le produit intérieur par un champ de vecteurs

X ¢ AlL(M) est une dérivation de I'algébre extérieure
Q(M) :sineQP(M), e QIM),

i(X)(AC) = (i(X)n) A+ (=1)Pp A (i(X)C) .

# Mais le produit intérieur par P € AP(M), avec p > 1,
n'est pas une dérivation de Q(M).
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Couplage

fDéfinition Le couplage de n € QP(M) avec P € AP(M), T
noté (n, P), est la fonction elément de C'*°(M), ainsi définie :

o |
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Couplage

fDéfinition Le couplage de n € QP(M) avec P € AP(M), T
noté (n, P), est la fonction elément de C'*°(M), ainsi définie :

® SiP=X;A--ANX, avec X; € A} (M), et
n=a; A Aay avec a; € Q1 (M),

(a1 A ANap, X1 A+ A Xp) = det(a;(X5)) 5

o |
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Couplage

fDéfinition Le couplage de n € QP(M) avec P € AP(M), T
noté (n, P), est la fonction elément de C'*°(M), ainsi définie :

® SiP=X;A--ANX, avec X; € A} (M), et
n=a; A Aay avec a; € Q1 (M),

(a1 A ANap, X1 A+ A Xp) = det(a;(X5)) 5

#® Le cas général s’en déduit en prolongeant par
continuité.

o |
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Couplage

fDéfinition Le couplage de n € QP(M) avec P € AP(M), T
noté (n, P), est la fonction elément de C'*°(M), ainsi définie :

® SiP=X;A--ANX, avec X; € A} (M), et
n=a; A Aay avec a; € Q1 (M),

(a1 A ANap, X1 A+ A Xp) = det(a;(X5)) 5
#® Le cas général s’en déduit en prolongeant par
continuite.
Produit int érieur et couplage  Sin € QPT4(M),
P e AP(M), Q € AY(M),

(i(P)n, Q) = (—1)P~VPi2(n PAQ).

o |
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Le crochet de Schouten-Nijenhuis

fPropOSition Le crochet des champs de vecteurs, loi dej

composition interne bien connue sur A'(M), se prolonge de
maniere unique en une loi de composition bilibéaire
graduée sur AM), notée (P, Q) — [P, Q] et appelée crochet
de Schouten-Nijenhuis, verifiant les propriétes :

o |
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Le crochet de Schouten-Nijenhuis

fPropOSition Le crochet des champs de vecteurs, loi dej

composition interne bien connue sur A'(M), se prolonge de
maniere unique en une loi de composition bilibéaire
graduée sur AM), notée (P, Q) — [P, Q] et appelée crochet
de Schouten-Nijenhuis, verifiant les propriétes :

® sifetge AY(M)=C>(MR),[f g] =0;

o |
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Le crochet de Schouten-Nijenhuis

fPropOSition Le crochet des champs de vecteurs, loi dej

composition interne bien connue sur A'(M), se prolonge de
maniere unique en une loi de composition bilibéaire
graduée sur AM), notée (P, Q) — [P, Q] et appelée crochet
de Schouten-Nijenhuis, verifiant les propriétes :

® sifetge AY(M)=C>(MR),[f g] =0;

® si X € AY(M) est un champ de vecteurs et Q € A9(M),
X,Q] = L(X)Q € AY(M) est la dérivée de Lie de @ selon
X

o |
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Le crochet de Schouten-Nijenhuis

fPropOSition Le crochet des champs de vecteurs, loi dej

composition interne bien connue sur A'(M), se prolonge de
maniere unique en une loi de composition bilibéaire
graduée sur AM), notée (P, Q) — [P, Q] et appelée crochet
de Schouten-Nijenhuis, verifiant les propriétes :

® sifetge AY(M)=C>(MR),[f g] =0;

® si X € AY(M) est un champ de vecteurs et Q € A9(M),
X,Q] = L(X)Q € AY(M) est la dérivée de Lie de @ selon
X

® SIPecAP(M), Qe A1Y(M), Q1 € AL (M), Q2 € A (M),
[P,Q] = —(—=1)P~V=V[Q, Pl € APTI~H(M);
L [P,Q1 AQa] =[P,Q1] A Qo+ (—1)P~ N A [P, Qs . J
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roprietes du crochet de Schouten-Nijenh

fPropOSition Munie du crochet de Schouten-Nijenhuis, T
A(M) est une algebre de Lie graduée : si P € AP(M),
Q€ Al(M) et Re A" (M) on a l'identité de Jacobi graduée,
(=)= D=D[[P,Q), R] + (-1) VeV [[Q, R, P
+ (=1 DE([R, PLQ)= 0.

Ecole d'été de Brasilia, février 2008 Algébre et géométrie dans le monde symplectique. Ill Les structures de Poisson — p. 38/61



roprietes du crochet de Schouten-Nijenh

fPropOSition Munie du crochet de Schouten-Nijenhuis, T
A(M) est une algebre de Lie graduée : si P € AP(M),
Q€ AlY(M)et Re A"(M) on a l'identite de Jacobi graduee,
(=)= DVP, Q)R] + (-1)\ V= V[Q, R), P
+ (=10 V@D R, PL,Q]= 0.,

Proposition  (Relation avec la différentielle extérieure).
Le crochet de Schouten-Nijenhuis [P, Q] € APT4~1(M) de
P e AP(M) et Q € AY(M) vérifie 'égalité, qui peut servir a le
définir,

i([P,Ql)n = [[i(P),d],i(Q)|n pourtoutn € QM),

le crochet au membre de droite étant le crochet des J
Lendomorphlsmes gradues de Q(M).
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Proprietes du crochet de Schouten (2)

fRappeI Soient f : Q(M) — Q(M) un endomorphisme T

lineaire de I'espace vectoriel gradue Q(M) = @, QP (M).



Proprietes du crochet de Schouten (2)

fRappeI Soient f : Q(M) — Q(M) un endomorphisme T

lineaire de I'espace vectoriel gradue Q(M) = @, QP (M).

# Onditque f estun endomorphisme gradué de degre
d € Z si pour tout p € Z, f((QP(M)) C QPT4(M).
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Proprietes du crochet de Schouten (2)

fRappeI Soient f : Q(M) — Q(M) un endomorphisme T
lineaire de I'espace vectoriel gradue Q(M) = @, QP (M).

# Onditque f estun endomorphisme gradué de degre
d € Z si pour tout p € Z, f((QP(M)) C QPT4(M).

#® Le crochet des endomorphismes gradués f; de degré d;
et fo de degre d, est 'endomorphisme gradué de degré

dy + do
(fi, fo] = fio fo+ (1)1 fy0 fy .
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Proprietes du crochet de Schouten (2)

fRappeI Soient f : Q(M) — Q(M) un endomorphisme T
lineaire de I'espace vectoriel gradue Q(M) = @, QP (M).

# Onditque f estun endomorphisme gradué de degre
d € Z si pour tout p € Z, f((QP(M)) C QPT4(M).

#® Le crochet des endomorphismes gradués f; de degré d;
et fo de degre d, est 'endomorphisme gradué de degré
di + do

(fi, fo] = fio fo+ (1)1 fy0 fy .

Ces définitions sont d'ailleurs valables pour les
endomorphismes d’'un espace vectoriel gradué quelconque.

o |
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Crochet des formes

fTh eoreme Cas des 1-formes. Soit (M, A) une variété dej

Poisson. Il existe sur I'espace Q!(M) des 1-formes
differentielles sur M une loi de composition interne,
bilinéaire, unique, appelée crochet des 1-formes et notée
(n,¢) — [n, (], ayant les propriétes suivantes.

o |

Ecole d'été de Brasilia, février 2008 Algébre et géométrie dans le monde symplectique. 11l Les structures de Poisson — p. 40/61



Crochet des formes

fTh eoreme Cas des 1-formes. Soit (M, A) une variété dej

Poisson. Il existe sur I'espace Q!(M) des 1-formes
differentielles sur M une loi de composition interne,
bilinéaire, unique, appelée crochet des 1-formes et notée
(n,¢) — [n, (], ayant les propriétes suivantes.

® Relation avec le crochet de Poisson des fonctions :

df,dg] =d{f,g}, fetgeC®(MR).

o |
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Crochet des formes

fTh eoreme Cas des 1-formes. Soit (M, A) une variété dej

Poisson. Il existe sur I'espace Q!(M) des 1-formes
differentielles sur M une loi de composition interne,
bilinéaire, unique, appelée crochet des 1-formes et notée
(n,¢) — [n, (], ayant les propriétes suivantes.

® Relation avec le crochet de Poisson des fonctions :
df,dg] =d{f,g9}, fetgeC®(M,R).
® Sinet(ec QY (M)et fecC>®(MR),

n, f¢] = (A(n,df)) ¢+ fn. ¢

o |
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Crochet des formes

fTh eoreme Cas des 1-formes. Soit (M, A) une variété dej

Poisson. Il existe sur I'espace Q!(M) des 1-formes
differentielles sur M une loi de composition interne,
bilinéaire, unique, appelée crochet des 1-formes et notée
(n,¢) — [n, (], ayant les propriétes suivantes.

# Relation avec le crochet de Poisson des fonctions :
df,dgl =d{f, 9}, [fetgeC™(M,R).
® Sinet(ec QY (M)et fecC>®(MR),
[0, f¢l = (An, df))C + fln. C].

# Antisymetrie
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Crochet des formes (2)

~ Une formule pour le crochet de deux 1-formes o
Soient (M, A) une variété de Poisson, n et ¢ € Q1 (M), et
X c AL(M).Ona

(I, ¢, X) = (. [A (G X)) = (G A, (0, X)) — [A X (0, 0)

le crochet figurant au membre de gauche étant celui des
1-formes, et celui figurant au membre de droite le crochet
de Schouten des multivecteurs éléments de A(M).

o |
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Crochet des formes (3)

fTh eoreme Le crochet des 1-formes sur la variété de T
Poisson (M, A) se prolonge, de maniere unique, en une loi
de composition bilinéaire sur l'algebre extérieure Q(M) des
formes différentielles de tous degrés, avec des propriétes
identiques a celles du crochet de Schouten-Nijenhuis.
Notamment :

o |
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Crochet des formes (3)

fTh eoreme Le crochet des 1-formes sur la variété de T
Poisson (M, A) se prolonge, de maniere unique, en une loi
de composition bilinéaire sur l'algebre extérieure Q(M) des
formes différentielles de tous degrés, avec des propriétes
identiques a celles du crochet de Schouten-Nijenhuis.
Notamment :

® sifetgeQ(M)=C®MR),|[fg]=0;

o |
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Crochet des formes (3)

fTh eoreme Le crochet des 1-formes sur la variété de T
Poisson (M, A) se prolonge, de maniere unique, en une loi
de composition bilinéaire sur l'algebre extérieure Q(M) des
formes différentielles de tous degrés, avec des propriétes
identiques a celles du crochet de Schouten-Nijenhuis.
Notamment :

® sifetgeQ(M)=C®MR),|[fg]=0;

® sinet( e QY(M),[n, (] estle crochet des 1-formes déja
defini;

o |
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Crochet des formes (3)

fTh eoreme Le crochet des 1-formes sur la variété de T
Poisson (M, A) se prolonge, de maniere unique, en une loi
de composition bilinéaire sur l'algebre extérieure Q(M) des
formes différentielles de tous degrés, avec des propriétes
identiques a celles du crochet de Schouten-Nijenhuis.
Notamment :

® sifetgeQ(M)=C®MR),[f g =0;
® sinet( e QY(M),[n, (] estle crochet des 1-formes déja
défini;
® SineQP(M), e QIM), G eQB(M), (e Q®?(M),
0, ¢] = =(=1)P V¢ ) € PN

- 0, G A Gl =[G A G+ (~1)PD9¢ Ay, o] -
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La cohomologie de Poisson-Lichnerowic

- Théoreme (A. Lichnerowicz). Soit (M, A) une variété de |
Poisson. Pour tout P € A(M), posons
Lopérateur 6, : A(M) — A(M) aisi défini est homogene de

degreé 1 et vérifie
opro00p =0.

o |
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La cohomologie de Poisson-Lichnerowic

- Théoreme (A. Lichnerowicz). Soit (M, A) une variété de |
Poisson. Pour tout P € A(M), posons
Lopérateur 6, : A(M) — A(M) aisi défini est homogene de

degreé 1 et vérifie
opro00p =0.

Preuve Cela résulte de l'identité de Jacobi graduée et
du fait que le tenseur de Poisson A verifie [A, A] = 0.

o |
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La cohomologie de Poisson-Lichnerowic

- Théoreme (A. Lichnerowicz). Soit (M, A) une variété de |
Poisson. Pour tout P € A(M), posons

Lopérateur 6, : A(M) — A(M) aisi défini est homogene de
degreé 1 et vérifie
opo00p =0.

Preuve Cela résulte de l'identité de Jacobi graduée et
du fait que le tenseur de Poisson A verifie [A, A] = 0.

La cohomologie de Poisson-Lichnerowicz est la
cohomologie, déterminée par §,, dont les cochaines sont
les eléments de AP(M), p € N.

o |
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La cohomologie de Poisson-Lichnerowic

- Théoreme (A. Lichnerowicz). Soit (M, A) une variété de |
Poisson. Pour tout P € A(M), posons

Lopérateur 6, : A(M) — A(M) aisi défini est homogene de

degreé 1 et vérifie
opro00p =0.

Preuve Cela résulte de l'identité de Jacobi graduée et
du fait que le tenseur de Poisson A verifie [A, A] = 0.

La cohomologie de Poisson-Lichnerowicz est la
cohomologie, déterminée par §,, dont les cochaines sont
les eléments de AP(M), p € N.

Lapplication Af : Q(M) — A(M) détermine un
anti-nomomorphisme de la cohomologie de De Rham dans
Lla cohomologie de Poisson-Lichnerowicz. J
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Algebroides de Lie

fPour toute variéte differentiable M, le crochet de Schouten T
fait de 'espace A(M) des multivecteurs une algebre de Lie
graduée. Lorsque (M, A) est une varieté de Poisson, le
crochet des formes fait de Q2(M) une algebre de Lie
graduée.

o |
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Algebroides de Lie

fPour toute variéte differentiable M, le crochet de Schouten T
fait de 'espace A(M) des multivecteurs une algebre de Lie
graduée. Lorsque (M, A) est une varieté de Poisson, le
crochet des formes fait de Q2(M) une algebre de Lie
graduée.

Cela n’est pas dd au hasard : c’est une consequence du fait
gue le fibré tangent 7'M a une variete différentiable M, et le
fibré cotangent 7* M a une variété de Poisson (M, A),
posseent tous deux une structure d’algébroide de Lie.

o |
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Algebroides de Lie

fPour toute variéte differentiable M, le crochet de Schouten T
fait de 'espace A(M) des multivecteurs une algebre de Lie
graduée. Lorsque (M, A) est une varieté de Poisson, le
crochet des formes fait de Q2(M) une algebre de Lie
graduée.

Cela n’est pas dd au hasard : c’est une consequence du fait
gue le fibré tangent 7'M a une variete différentiable M, et le
fibré cotangent 7* M a une variété de Poisson (M, A),
posseent tous deux une structure d’algébroide de Lie.

La notion d’algébroide de Lie est due a Jean Pradines.
Nous allons brievemenbt |la définir et en indiquer quelques
propriétes.

o |
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Définition d’un algebroide de Lie
fDéfinition Un algébroide de Lie est un espace fibré T

vectoriel (E, 7, M) ayant pour base une variéeté
differentiable M, muni de la structure déterminée par :

o |
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Définition d’'un algébroide de Lie

fDéfinition Un algébroide de Lie est un espace fibré T
vectoriel (E, 7, M) ayant pour base une variéeté
différentiable A, muni de la structure déterminee par :

# Une loi de composition (s, s2) — {s1,s2} sur I'espace
['(m) des sections C'*° de 7, faisant de cet espace une
algebre de Lie;

o |
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Définition d’'un algébroide de Lie

fDéfinition Un algébroide de Lie est un espace fibré T
vectoriel (E, 7, M) ayant pour base une variéeté
différentiable A, muni de la structure déterminee par :

# Une loi de composition (s, s2) — {s1,s2} sur I'espace
['(m) des sections C'*° de 7, faisant de cet espace une
algebre de Lie;

# un morphisme de fibrés vectoriels p: £ — T'M au
dessus de l'identite de M ,appelé ancre, tel que

o |
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Définition d’'un algébroide de Lie

fDéfinition Un algébroide de Lie est un espace fibré T
vectoriel (E, 7, M) ayant pour base une variéeté
différentiable A, muni de la structure déterminee par :

# Une loi de composition (s, s2) — {s1,s2} sur I'espace
['(m) des sections C'*° de 7, faisant de cet espace une
algebre de Lie;

# un morphisme de fibrés vectoriels p: £ — T'M au
dessus de l'identite de M ,appelé ancre, tel que

#® s+ po s soit un homomorphisme d’algebres de Lie

de I'(m)muni de { , } dans A!'(M) muni du crochet des
champs de vecteurs;

o |
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Définition d’'un algébroide de Lie

fDéfinition Un algébroide de Lie est un espace fibré T
vectoriel (E, 7, M) ayant pour base une variéeté
différentiable A, muni de la structure déterminee par :

# Une loi de composition (s, s2) — {s1,s2} sur I'espace
['(m) des sections C'*° de 7, faisant de cet espace une
algebre de Lie;

# un morphisme de fibrés vectoriels p: £ — T'M au
dessus de l'identite de M ,appelé ancre, tel que

#® s+ po s soit un homomorphisme d’algebres de Lie

de I'(m)muni de { , } dans A!'(M) muni du crochet des
champs de vecteurs;

® pourtous sy et sy € I'(m), f € C°(M,R),

L {51, fs2} = f{s1, 82} + (i(p o s1)df)s2. o
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Exemples d’algébroides de Lie

f: Le fibre tangent (T'M, as, M) a une variété différentiablej
M, avec pour ancre I'application identique idrp,, €st un
algébroide de Lie, la loi de composition sur I'(ry;) = Al(M)
étant le crochet des champs de vecteurs.

o |
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Exemples d’algébroides de Lie

f: Le fibre tangent (T'M, as, M) a une variété différentiablej
M, avec pour ancre I'application identique idrp,, €st un
algébroide de Lie, la loi de composition sur I'(ry;) = Al(M)
étant le crochet des champs de vecteurs.

# Un sous-fibré vectoriel completement intégrable V' de
(T'M, Ty, M), avec pour ancre l'injection canonique de V
dans 7'M, est un algebroide de Lie.

o |
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Exemples d’algébroides de Lie

f: Le fibre tangent (T'M, as, M) a une variété différentiablej
M, avec pour ancre I'application identique idrp,, €st un
algébroide de Lie, la loi de composition sur I'(ry;) = Al(M)
étant le crochet des champs de vecteurs.

# Un sous-fibré vectoriel completement intégrable V' de
(T'M, Ty, M), avec pour ancre l'injection canonique de V
dans 7'M, est un algebroide de Lie.

#® Une algebre de Lie G de dimension finie est un
algebroide de Lie dont la base M est réduite a un singleton.

o |

Ecole d'été de Brasilia, février 2008 Algébre et géométrie dans le monde symplectique. 11l Les structures de Poisson — p. 46/61



Exemples d’algébroides de Lie

f: Le fibre tangent (T'M, as, M) a une variété différentiablej
M, avec pour ancre I'application identique idrp,, €st un
algébroide de Lie, la loi de composition sur I'(ry;) = Al(M)
étant le crochet des champs de vecteurs.

# Un sous-fibré vectoriel completement intégrable V' de
(T'M, Ty, M), avec pour ancre l'injection canonique de V
dans 7'M, est un algebroide de Lie.

#® Une algebre de Lie G de dimension finie est un
algebroide de Lie dont la base M est réduite a un singleton.

® Le fibré cotangent my, : T*M — M a une variété de
Poisson (M, A), avec le crochet des 1-formes différentielles
pour loi de composition sur I'(7;,) = QY (M), est un
algébroide de Lie ayant pour ancre I'application

PLT*M — TM. |
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Juelques proprietés des algebroides de |

met . ' — M) un algébroide de Lie d’ancre p. On note T
(o : E* — M) le fibré vectoriel dual.



Juelques proprietés des algebroides de |

fSoit (w : E — M) un algebroide de Lie d’ancre p. On note T
(w : E* — M) le fibré vectoriel dual.

Comme dans le cas ou l'algébroide de Lie était le fibré
tangent 7, : TM — M et son dual le fibré cotangent

wvm 2 T*M — M, pour tout entier p > 0 on note A?(M, E)
I'espace des p-multivecteurs sur E, dont les éléments sont
les sections C>* de 7 : A" E — M, et QOP(M, E) I'espace des
p-formes sur £, dont les eléments sont les sections C*° de
@ : AP E* — M. Par convention

AYM,E) = QY (M, E) = C*°(M,R) et, pour p < 0,

AP(M,E) = QP(M,E) = 0..

o |
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Juelques proprietés des algebroides de |

fSoit (w : E — M) un algebroide de Lie d’ancre p. On note T
(w : E* — M) le fibré vectoriel dual.

Comme dans le cas ou l'algébroide de Lie était le fibré
tangent 7, : TM — M et son dual le fibré cotangent

wvm 2 T*M — M, pour tout entier p > 0 on note A?(M, E)
I'espace des p-multivecteurs sur E, dont les éléments sont
les sections C>* de 7 : A" E — M, et QOP(M, E) I'espace des
p-formes sur £, dont les eléments sont les sections C*° de
@ : AP E* — M. Par convention

AYM, E) = Q% M, E) = C>®(M,R) et, pour p < 0,

AP(M,E) = QP(M,E) = 0..

Les sommes directes A(M, E) = D,z AP(M, E) et
Q(M, E) = @D,z (M, E), avec le produit exterieur pour ol
Lde composition, sont des algebres graduées associatives.J
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Qq propriétes des algébroides de Lie (2

~ Surles algébres A(M, E) et Q(M, E), dont la loi de o
composition est le produit extérieur, on définit le produit
iIntérieur et le couplage par les mémes formules que dans
le cas des algebres des multivecteurs et des formes
différentielles sur une variétée.De plus .

o |
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Qq propriétes des algébroides de Lie (2

~ Surles algébres A(M, E) et Q(M, E), dont la loi de o
composition est le produit extérieur, on définit le produit
iIntérieur et le couplage par les mémes formules que dans
le cas des algebres des multivecteurs et des formes
différentielles sur une variétée.De plus .

Proposition

® Chague élément s de A'(M, E) = I'(r) détermine une
dérivation de degré 0 de Q(M, F), appelée derivée de Lie
selon s et notee L£,(s), ayant essentiellement les mémes
propriétées que la déerivée de Lie selon un champ de
vecteurs. Pour f € QY(M, E) = C>*°(M,R), on a

Lo(s)f = Llpos)f = (df.pos).

o |
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Qq propriétés des algébroides de Lie (3
 Proposition (suite) .

® Pournc QP(M,E), ets; ¢ A{(M,E),1<1i<p,
L,(s)n(s1,...,5p) = L,(5) (77(51, o sp))

p
— Zn(sl, cee sy Si—1, {S,Si},SfH_l, c e ,sp)
1=1



Qg proprietes des algebroides de Lie (3
~ Proposition (suite) o

® Pournc QP(M,E), ets; ¢ A{(M,E),1<1i<p,
L,(s)n(s1,...,5p) = L,(5) (77(51, o sp))

p
— Zn(sl, cee sy Si—1, {S,Si},8i+1, c e ,sp)
1=1

o Cette derivée de Lie £,(s) se prolonge aussi en une
derivation de degre 0 de A(M, E) verifiant, pour tous
P e AP(M,E) etn e QP(M, E),

<77,£p(s)P> = Ep(s)(<77, P}) — <£p(s)77, P> .
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Qg proprietes des algebroides de Lie (3
~ Proposition (suite) o

® Pournc QP(M,E), ets; ¢ A{(M,E),1<1i<p,
L,(s)n(s1,...,5p) = L,(5) (77(51, o sp))

p
— Zn(sl, cee sy Si—1, {S,Si},8i+1, c e ,sp)
1=1

o Cette derivée de Lie £,(s) se prolonge aussi en une
derivation de degre 0 de A(M, E) verifiant, pour tous
P e AP(M,E) etn e QP(M, E),

<77,£p(s)P> = Ep(s)(<77, P}) — <£p(s)77, P> .

\—.. Pour s; € AY (M, E), L,(s)s1 = {s,s1} J
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Qq propriétés des algébroides de Lie (4
~ Proposition ]

® Le crochet d’algébroide de Lie (s1,s1) — {s1,s2}, s1 et
sy € AN (M, E), se prolonge en un crochet de Schouten
géneralise qui,a P € AP(M,E) et € AY(M, F), fait
correspondre {P,Q} € APT—1 (M, E), faisant de A(M, E)
une algebre de Lie graduée.

o |
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Qq propriétés des algébroides de Lie (4
~ Proposition ]

® Le crochet d’algébroide de Lie (s1,s1) — {s1,s2}, s1 et
sy € AN (M, E), se prolonge en un crochet de Schouten
géneralise qui,a P € AP(M,E) et € AY(M, F), fait
correspondre {P,Q} € APT—1 (M, E), faisant de A(M, E)
une algebre de Lie graduée.

# || existe sur Q2(M, E') un opérateur de dérivation de
degré 1, appelé differentielle extérieure generalisee et noté
d,, tel que

dood, =0
et que, pour f € Q°(M,E) = C>®(M,R), s € A}(M, E),
<dpf78> — <df780p>

o |
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Qq propriétes des algébroides de Lie (4
~ Proposition o

® Le crochet d’algébroide de Lie (s1,s1) — {s1,s2}, s1 et
sy € AN (M, E), se prolonge en un crochet de Schouten
géneralise qui, a P € AP(M,FE) et @ € AY(M, F), fait
correspondre {P,Q} € APT—1 (M, E), faisant de A(M, E)
une algebre de Lie graduée.

# || existe sur Q2(M, E') un opérateur de dérivation de
degré 1, appelé differentielle extérieure generalisee et noté
d,, tel que

dood, =0

et que, pour f € Q°(M,E) = C>®(M,R), s € A}(M, E),

<dpf78> — <df780p>
LLeurs propriétés sont les mémes que celles du crochet de J
Schouten et de la differentielle exterieure usuels.
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Algébroides de Lie et varietes de Poissc

fll existe des relations etroites entre algébroides de Lie et T
variétés de Poisson :



Algébroides de Lie et varietes de Poissc

fll existe des relations etroites entre algébroides de Lie et T
variétés de Poisson :

# Ainsi qu'on I'a déja mentionne, le fibré cotangent 7*M a
une variété de Poisson (M, A) possede une structure

d’algébroide de Lie dont la loi de composition est le crochet
des 1-formes et I'ancre I'application A* : T*M — T'M.
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Algébroides de Lie et varietes de Poissc

fll existe des relations etroites entre algébroides de Lie et T
variétés de Poisson :

# Ainsi qu'on I'a déja mentionne, le fibré cotangent 7*M a
une variété de Poisson (M, A) possede une structure
d’algébroide de Lie dont la loi de composition est le crochet

des 1-formes et I'ancre I'application A* : T*M — T'M.

# |'espace total du fibre vectoriel dual (E*,w, M) d'un
algébroide de Lie (E, 7, M) possede une structure de
Poisson naturelle. Le crochet des fonctions definies sur £*
prolonge le crochet des sections de 7 : une section de «
n’'est autre qu’une fonction différentiable sur £* dont la
restriction a chaque fibre est linéaire. Lexistence de la
structure de Poisson de Kirillov-Kostant-Souriau sur le dual
d’'une algebre de Lie est un cas particulier de cette

ropriete. J
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Groupoides de Lie

fLes algebroides de Lie ont eté introduits par Jean PradinesT
[22] comme l'aspect infinitésimal des groupoides de Lie.
Ceux-ci ont été introduits et abondamment utilisés en
geomeétrie difféerentielle par Charles Ehresmann [5].

o |
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Groupoides de Lie

fLes algebroides de Lie ont eté introduits par Jean PradinesT
[22] comme l'aspect infinitésimal des groupoides de Lie.
Ceux-ci ont été introduits et abondamment utilisés en
geomeétrie difféerentielle par Charles Ehresmann [5].

Un groupoide de Lie est forme par une variété differentiable
(G, une sous-variéte I' de G appelée ensemble des unites,
deux submersions o : G —T'et 5 : G — I, appelées source
et but, une loi de composition différentiable associative

(91, 92) — g192 définie seulement lorsque 3(g2) = a(g1) et
une inversion g — ¢!, satisfaisant des propriétés trés
analogues a celles d’'un groupe, mais avec une loi de
composition qui n’est pas partout définie.

o |
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Groupoides de Lie

fLes algebroides de Lie ont eté introduits par Jean PradinesT
[22] comme l'aspect infinitésimal des groupoides de Lie.
Ceux-ci ont été introduits et abondamment utilisés en
geomeétrie difféerentielle par Charles Ehresmann [5].

Un groupoide de Lie est forme par une variété differentiable
(G, une sous-variéte I' de G appelée ensemble des unites,
deux submersions o : G —T'et 5 : G — I, appelées source
et but, une loi de composition différentiable associative

(91, 92) — g192 définie seulement lorsque 3(g2) = a(g1) et
une inversion g — ¢!, satisfaisant des propriétés trés
analogues a celles d’'un groupe, mais avec une loi de
composition qui n’est pas partout définie.

A tout groupoide de Lie est associé un algébroide de Lie,
comme a tout groupe de Lie est associée une algebre de J
LLie.
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Groupoides de Lie (2)

fMais la réciproque (analogue du troisieme théoreme de Lie)j
n'est pas vraie. Il existe des algebroides de Lie qui ne
s’integrent pas en un groupoide de Lie. Le probleme de
I'integration des algébroides de Lie a été resolu par
Marius Crainic et Rui Loja Fernandes [3, 4].

o |
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Groupoides de Lie (2)

fMais la réciproque (analogue du troisieme théoreme de Lie)j
n'est pas vraie. Il existe des algebroides de Lie qui ne
s’integrent pas en un groupoide de Lie. Le probleme de
I'integration des algébroides de Lie a été resolu par
Marius Crainic et Rui Loja Fernandes [3, 4].

Un exemple intéressant de groupoide de Lie est fourni par
le fibré cotangent 7*G a un groupe de Lie G. Lensemble
des unités est I'espace cotangent a |”élement neutre TG,
identifié au dual G* de l'algebre de Lie G du groupe G, les
applications source et but étant les projections de 7*G sur
TG obtenues par translation a droite et a gauche.

o |
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Groupoides de Lie (2)

fMais la réciproque (analogue du troisieme théoreme de Lie)j
n'est pas vraie. Il existe des algebroides de Lie qui ne
s’integrent pas en un groupoide de Lie. Le probleme de
I'integration des algébroides de Lie a été resolu par
Marius Crainic et Rui Loja Fernandes [3, 4].

Un exemple intéressant de groupoide de Lie est fourni par
le fibré cotangent 7*G a un groupe de Lie G. Lensemble
des unités est I'espace cotangent a |”élement neutre TG,
identifié au dual G* de l'algebre de Lie G du groupe G, les
applications source et but étant les projections de 7*G sur
TG obtenues par translation a droite et a gauche.

Ce groupoide de Lie possede une structure bien
particuliere, celle de groupoide symplectique, car il est muni
Lde la forme symplectique canonique de fibré cotangent. J
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Apercu historique

fC’est Siméon Denis Poisson (1781-1840) qui a découvert T
le crochet de Poisson sur une variété symplectique
particuliere, I'espace des mouvements d’'un systeme
mecanigque [21]. Cependant, il n'a considére que le crochet
de deux fonctions coordonnées, pas de deux fonctions
différentiables quelconques.

o |
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Apercu historique

fC’est Siméon Denis Poisson (1781-1840) qui a découvert T
le crochet de Poisson sur une variété symplectique
particuliere, I'espace des mouvements d’'un systeme
mecanigque [21]. Cependant, il n'a considére que le crochet
de deux fonctions coordonnées, pas de deux fonctions
différentiables quelconques.

Carl Gustav Jacobi (1804-1851) a considére le crochet de
Poisson de deux fonctions différentiables quelconques
(toujours sur une variété symplectique) et découvert
I'ildentité qui porte son nom [7]. Celle-ci a joué un role
Important car c’est un ingrédient essentiel de la théorie des
groupes et des algebres de Lie, développée par Marius
Sophus Lie (1842-1899) [17].

o |
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Apercu historique (2)

fl_’idée de structures de Poisson plus générales que celles T
associees a une structure symplectiques est implicite dans
les travaux de Sophus Lie [17]. Ces structures apparaissent
aussi sous le nom de groupes de fonctions dans les travaux
de Constantin Carathéodory (1873—-1959) [2], et, plus
recemment, sous le nom de structures hamiltoniennes
dans les travaux de divers auteurs, notamment
Andrei lacob et Shlomo Sternberg [5], Boris Kupershmidt et
Yuri lvanovich Manin [11], William W. Symes [25].

o |
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Apercu historique (2)

fl_’idée de structures de Poisson plus générales que celles T
associees a une structure symplectiques est implicite dans
les travaux de Sophus Lie [17]. Ces structures apparaissent
aussi sous le nom de groupes de fonctions dans les travaux
de Constantin Carathéodory (1873—-1959) [2], et, plus
recemment, sous le nom de structures hamiltoniennes
dans les travaux de divers auteurs, notamment
Andrei lacob et Shlomo Sternberg [5], Boris Kupershmidt et
Yuri lvanovich Manin [11], William W. Symes [25].

André Lichnerowicz (1915-1998) [16] et Alexander Kirillov

[8] ont indépendamment étudié systématiquement ces

structures, et en ont découvert de nombreuses propriétes,

notamment leur décomposition en feuilles symplectique.

Leurs propriétes locales ont été étudiees de maniere tres
Lapprofondie par Alan Weinstein [27]. J
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Apercu historique (3)

La structure de Poisson canonique sur le dual d’'une algébreT
de Lie est mentionnée implicitement dans les travaux de
Sophus Lie [17]. Elle a été redecouverte par Jean-Marie
Souriau [24], Alexander Kirillov [8] et Bertram Kostant [9].

o |
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Apercu historique (3)

La structure de Poisson canonique sur le dual d’'une algébreT
de Lie est mentionnée implicitement dans les travaux de
Sophus Lie [17]. Elle a été redecouverte par Jean-Marie
Souriau [24], Alexander Kirillov [8] et Bertram Kostant [9].

La cohomologie de Poisson a eté deéfinie pour la premiere
fois par André Lichnerowicz [16]. Elle a eté étudiee par de
nombreux auteurs : Johannes Huebschmann, lzu Vaisman,
Ping Xu, ...

o |
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Apercu historique (3)

La structure de Poisson canonique sur le dual d’'une algébreT
de Lie est mentionnée implicitement dans les travaux de
Sophus Lie [17]. Elle a été redecouverte par Jean-Marie
Souriau [24], Alexander Kirillov [8] et Bertram Kostant [9].

La cohomologie de Poisson a eté deéfinie pour la premiere
fois par André Lichnerowicz [16]. Elle a eté étudiee par de
nombreux auteurs : Johannes Huebschmann, lzu Vaisman,
Ping Xu, ...

Alan Weinstein [28, 29] a utilisé les notions de groupoides
et algébroides de Lie en géométrie de Poisson et renouvelé
I'intérét pour I'étude de ces structures. Indépendamment,
Mickael Karasev et Stanislas Zakrzewski ont egalement vu
I'interét de ces structures en relation avec la quantification.

o |
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