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|. Planetes et geometrie symplectique

1. Le mot symplectique
Le mot symplectique
semble avoir eté employé
pour la premiere fois
dans le sens ou nous
'entendons par Her-
mann Weyl (1885-1955),
dans son livre Classical
groups publie en 1939
[30]. Il vient d’'une racine
grecque signifiant com-
plexe, employée par Weyl
car le mot complexe,
venant du latin, avait
déja un autre sens en
Hermann Weyl (1885-1955) mathématiques.
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Joseph Louls Lagrange

(1736-1813)

2. Structure symplectique
La notion de structure
symplectigue est bien
antérieure. Elle apparait
dans les travaux de
Joseph Louis Lagrange
(1736-1813) lors de son
étude de la variation des
éléments orbitaux des
planetes du systeme
solaire, puis comme une
structure fondamentale
existant sur I'ensemble
des mouvements d’'un
systeme mecanique.
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. Flot et variété des mouvements. 1. Rappel.

On considere I'equation differentielle

4o
dt

= X (¢, 0(t))

ou X : R x M — T M est un champ de vecteurs C*°, pouvant
dépendre du temps sur une variéte différentiable M.

Le flot de cette équation difféerentielle est I'application, définie

sur un ouvertde R x R x M, a valeurs dans M,

te
SO
va

(t,t0, z0) — ®(¢, 10, 0)

e que, lorsque ty et zo sont fixés, t — ®(t, tg, zp) SOit la
ution maximale de cette équation differentielle prenant la

eur xg pour t = iy.

IHES, 24-26 mars 2010, La reconquéte de la dynamique par la géométrie aprés Lagrange.

Lagrange et le mouvement des planetes — p. 9/113



Il. Flot et variété des mouvements. 1. Rappel (suite)

Donc

8<I>(t, Lo, CEQ)
ot

= X (¢, ®(t, to,0)), P(to,to,z0) = o .

L'espace des mouvements de cette équation differentielle est

'ensemble M de ses solutions maximales ¢ ©(t).
Cet espace est le quotient de R x M par la relation
d’équivalence

(t2, z2) et (t1, 1) sont équivalents si (¢2,t1, 1) est elément
de 'ouvert de R x R x M sur lequel le flot & est défini et

To = (I)(tQ, 1, 561) .
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II.Flot et variete des mouvements. 1. Rappel (suite)

Lorsqgue le flot & est déefini sur R x R x M, I'espace des

mouvements M est une variéte différentiable diffeomorphe a
M. Mais pas de maniere canonique! Si on choisit une valeur

particuliere ¢ty € R, on a un difféomorphisme de M sur M qui fait

correspondre a chague mouvement ¢ € M le point p(ty) € M.
Mais bien sir ce difféomorphisme dépend du choix de t.

Dans le cas général, Jean-Marie Souriau [27] a montré que
I'espace des mouvements admet une structure de variéete
differentiable, qui peut ne pas étre separée, mais dont tout
élément possede un voisinage ouvert separé diffeomorphe a un
ouvert de M, le difféomorphisme local étant construit comme
ci-dessus.
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~lot et variete des mouvements. 2. Flot modifié

La valeur &(t,tg, z¢) du flot au temps ¢t dépend de ¢ et de la
classe d’équivalence a de (%g, xg), plutot que de ¢y et zg
séparément. En effet, si (g, zg) €t (¢, z1) sont équivalents,
r1 = P(t1, 10, x0) €t

O(t, t1,21) = P(¢, t1, D(t1, to, 20)) = D(¢, to, x0) -

On appelle flot modifié 'application, définie sur un ouvert de
R x M, a valeurs dans M,

(t,a) — B(t,a) = (1, t, o) ,

avec a = classe d’équivalence de (tg, xg) .

Pour chaque ¢ € R fixé, 'application a — ®(,a) est un
diffeomorphisme d’un ouvert de M (déependant de t) sur un

ol nart do A1

VAV U U (VL .
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Il. Flot et varieté des mouvements. 3. Cas symplectique

Lorsque M est une variéeté symplectique et X un champ de
vecteurs hamiltonien (pouvant dependre du temps) Jean-Marie
Souriau [27, 28] a prouve (en donnant une forme globale au
resultat local établi par Lagrange vers 1810) que la varieté des

mouvements M possede une structure symplectique pour
laquelle les difféomorphismes locaux considéres ci-dessus,

a— ®(t,a), te R fixé, sontdes symplectomorphismes.
Lorsque de plus le champ de vecteurs hamiltonien X ne
depend pas du temps, le groupe additif R agit sur la variéte des

mouvements M, l'orbite d’un élément (c’est-a-dire d’une
solution maximale) o étant 'ensemble de toutes les solutions
maximales ¢ qui s’en deduisent par une translation temporelle,
c’est-a dire qui sont de la forme

t—(t) =p(t+ty), avec tyeR.
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Ill. Mouvement des planetes. 1. Approximation képlérienne
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En premiere (et tres
bonne) approximation,
chaque planete du sys-
teme solaire parcourt
une ellipse dont le Solell
occupe un foyer, suivant
la loi des aires : laire
balayee par le segment
de droite joignhant la
planete au Soleil est
une fonction linéaire du
temps. Ce sont les deux
premieres lois décou-
vertes par I'astronome et
matheématicien Johannes
Kepler (1571-1630).
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I1l. Mouvement des planetes. 2. Eléments orbitaux

Dans cette approximation, le mouvement d’'une planete est
déeterminé par ses éléments orbitaux, au nombre de 6 :

# deux pour déterminer le plan de 'orbite ; par exemple, un
angle determinant la position de la trace de ce plan sur un plan
de référence fixe, choisi une fois pour toutes, passant par le
Solell; et un autre angle, mesurant I'inclinaison du plan de
I'orbite par rapport a ce plan de référence;

# deux autres pour déeterminer la dimension et la forme de
I'orbite, par exemple les valeurs du demi-grand axe et de
I'excentricité,

#» Uun encore pour determiner la position de 'orbite dans son
plan, par exemple I'angle formé par le grand axe de I'ellipse et
la droite d’intersection de son plan avec le plan de référence,
# un dernier pour determiner la position de la planete sur son
orbite. Par exemple, sa position a une date fixée, prise comme
origine du temps.
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I1l. Mouvement des planétes. 2. Eléments orbitaux (2)

Puisque les eléments orbitaux sont au nombre de 6, 'ensemble
des mouvements possibles d’une planete autour du Solelil est,
dans I'approximation keplérienne, une variété differentiable de
dimension 6. C’est la variété des mouvements du probleme de
Kepler (J.-M. Souriau [28]).

Autre maniere de voir gue cette dimension est 6 : le mouvement
de la planete est entierement déterminé par les trois
coordonnées (dans un systeme d’axes gquelconque) de sa
position et les trois composantes (dans ce méme systeme) de
sa vitesse, a un instant quelcongue choisi comme origine du
temps.

Pour le moment, nous ne considérons que les mouvements
elliptiques et nous excluons les mouvements singuliers dans
lesquels la planete aurait un mouvement rectiligne et entrerait
en collision avec le Solelil.
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I1l. Mouvement des planetes. 3. Au dela de Kepler

Ce n’est gu’en premiere approximation que les mouvements
des planetes du systeme solaire sont des ellipses dont le Soleil
est un foyer. Cette approximation suppose gue chague planete
n'interagit gravitationnellement qu’avec le Soleil et a une masse
néegligeable aupres de la masse de celui-ci.

En réalite, méme lorsqu’on ne tient pas compte des interactions
gravitationnelles directes entre les planetes, I'orbite du
mouvement kepléerien de chague planete est une ellipse ayant
pour foyer non pas le Soleil, mais le centre de masse du
systeme planete-Soleil, qui ne coincide pas exactement avec le
centre du Solelil, et qui dépend de la planete considérée. De
sorte que les diverses planetes agissent nécessairement les
unes sur les autres, non seulement par leurs interactions
gravitationnelles mutuelles, mais aussi par I'intermédiaire de
I'attraction gravitationnelle que chacune d’elles exerce sur le
Solell.
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I1l. Mouvement des planetes. 3. Au dela de Kepler (2)

Pour en tenir compte,
les savants du XVIII-
eme  siecle, notam-
ment Pierre Simon
Laplace(1749-1827) et
Joseph Louis Lagrange
(1736-1813) ont consi-
deré les éléments orbi-
taux des planetes comme
lentement variables, et
ont cherché a déterminer
les lois qui régissent leur
variation au cours du
temps.

Pierre Simon Laplace (1749-1827)
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V. Variation des elem. orbitaux. 1. Méthode de Lagrange

Lagrange considere un systeme mecanique dont I'énergie
cinétigue est de la forme

/ / /
T=T(r,s,u,...,7,s,u ...),

our, s, u, ... sont des variables independantes décrivant la
position du systeme. Nous noterons n leur nombre, qui est la
dimension de la variété de configuration. Dans I'exemple
particulier du mouvement d’'une planete, ce sont les trois
coordonneées de la planete, dans un repere particulier.

Les quantités 7/, s/, v/, ..., sont les dérivées de r, s, u, par
rapport au temps ¢ :

, dr ,ds , du

T = — S = — U — —
dt’ dt’ dt’
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|
V. Variation des elem. orbitaux. 1. Méthode de Lagrange (2)

Lagrange suppose d’abord ce systeme mécanique soumis a
des forces derivant d’'un potentiel V, fonction de r, s, u, ..., mais
pas de 1/, s/, u/, ... Dans I'exemple du mouvement d’une
planete, VV est le potentiel gravitationnel créé par le Soleil. Les
équations du mouvement, établies dans son traité [19],
s’ecrivent

=

d (0T GT oV
dt \ Or’ (?7“ or

et des équations analogues dans lesquelles r et v’ sont
remplacés par s et s’, u et o/,

La solution générale du systeme forme par ces n équations du
second ordre déepend du temps ¢ et de 2n constantes
d’'integration, que Lagrange note a, b, ¢, f, g, h
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|
V. Variation des elem. orbitaux. 1. Méthode de Lagrange (3)

Cette solution genérale est de la forme
r=r(t,a,b,c, f,qg,h,...), s=s(ta,bc f,g,h,...), u=....

Dans I'exemple particulier du mouvement d’'une planete, les 2n
constantes d’integration a, b, ¢, f, g, h, ... sont les eléments
orbitaux.

Les 2n constantes d’intégration a, b, ¢, f, g, h, ... forment un
systeme de coordonnees locales sur la varieté des
mouvements du probleme de Kepler. Les équations ci-dessus
(et leurs dérivées premieres par rapport a t) sont I'expression,
au moyen de ces coordonneées locales, du flot modifié du
champ de vecteurs hamiltonien du probleme de Kepler.
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|
V. Variation des elem. orbitaux. 1. Méthode de Lagrange (4)

Puis Lagrange suppose gque le potentiel V' ne décrit les forces
qui s’exercent sur le systeme mécanigue gu’en premiere
approximation, et qu’il doit, dans les équations du mouvement,
étre remplace par V. — 2, ou 2 est une fonctionde r, s, u, ..., et
aussi du temps ¢. Dans I'exemple du mouvement d’'une planete,
() traduit les interactions gravitationnelles entre les planetes qui
étaient auparavant negligees. Les équations du mouvement
deviennent :

| — - —— == :
dt \ Or’ or or or
et des équations analogues dans lesquelles r et v’ sont
remplacés par s et s’, uetd/, ...

d (8T> or dvV 00
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|
V. Variation des elem. orbitaux. 1. Méthode de Lagrange (5)

Pour déeterminer la solution générale de ce nouveau systeme,
Lagrange I'écrit sous la forme

r=r(ta(t),b(t),e(t), f(1), 9(1), h(t), ...)
et des expressions analogues pour s, u, .... La fonction
<t7a’7b7c7f7g7h7“') = T(t,&,b,C,f,g,h...)

qui intervient dans ces expressions, et les fonctions analogues
pour s, u, ... sont, bien sdr, celles qui avaient éte
precedemment trouvees lors de la determination du
mouvement dans lI'approximation ou 2 est remplace par 0.

Il reste a determiner les 2n fonctions du temps ¢ — a(t), t — b(t),
..., qui bien entendu dépendront, outre du temps ¢, de 2n
constantes arbitraires.
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V. Variation des elem. orbitaux. 2. Parenthéses de Lagrange

Par des calculs assez laborieux (qu’il simplifie
considérablement d’abord dans une Addition, puis dans un
Supplément au mémoire précédent, publiés a la suite de son
memoire) Lagrange obtient les équations différentielles verifiees
par ces fonctions et découvre une proprieté remarquable : ces
équations prennent une forme simple lorsgu’on les exprime au
moyen de grandeurs, qu’ll note (a,b), (a,c), (a, f), (b,c), (b, f),
..., aujourd’hui appelées parentheses de Lagrange.

Celles-ci s’expriment au moyen des constantes d’integration «,
b, ¢, f, g, h, ... etnedependent ni dutemps t, ni des forces
additionnelles agissant sur le systeme, représentees par (.
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V. Variation des elem. orbitaux. 2. Parenthéses de Lagrange (2)

Ainsi que I'a remarqué J.-M. Souriau [27,29], les parentheses
de Lagrange sont les composantes de la forme symplectique
canonique de la variété des mouvements du systeme
considére, dans la carte ayant pour coordonnées locales «, b, c,
f, g, h, .... Lagrange a ainsi, le premier, découvert la notion de
structure symplectique, ainsi nommee, plus de 100 ans plus
tard, par Hermann Weyl [30].

Precisons bien gu’il s’agit ici du systeme mécanique dont
I'énergie cinétique est 71" et dont les forces appliquées dérivent
du potentiel V' : les forces additionnelles représentees par (2
Nn'entrent pas dans leurs expressions.
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V. Variation des elem. orbitaux. 2. Parenthéses de Lagrange(3)

Lexpression des parentheses (a, b), (a,c), ... initialement
obtenue par Lagrange est tres compliqguée, mais dans I'Addition
a son Memoire, il en donne une beaucoup plus simple, qu’il
écrit (paragraphe 26 de [18]) :

or Op,  Or Opy X ds Ops  0s Ops . Ou Opy  Ou Opy N

(0.0) = 5.0 "o T oa b b oa e 06 3b oa

Nous avons pose, comme le feront Hamilton [11, 12] et
Cauchy [6] environ 30 ans plus tard :

_or o _or . _or
p?“_ar/a ps_asla pu—au,

Lagrange utilisait les notations moins parlantes 77, 7" et T"" au
lieu de p,, ps et p,.
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V. Variation des elem. orbitaux. 2. Parenthéses de Lagrange (4)

Rappelons que r, s, u, ... sont des coordonnées locales sur la
variété de configuration du systeme, et +/, s/, v’ leurs dérivées
par rapport au temps. Lénergie cinétique 7', qui dépend de de r,
s,u,...,r, s, 4, .. ., estune fonction définie sur le fibré tangent
a cette variéte, appelée variéte des états cinematiques du
systeme. Lapplication

(r,s,u,...,r" s u', .. ) = (r,s,u,...,pr,Dss Du, - - -)

aujourd’hui appeléee transformation de Legendre, est définie sur
le fibré tangent a la variéte de configuration, et prend ses
valeurs dans le fibré cotangent a cette variéte, appelée espace
des phases du systeme. Dans le cas le plus souvent
rencontre, qui était celui considere par Lagrange, ou I'énergie
cinétigue est une forme quadratique définie positive, cette
application est un diffeomorphisme.
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V. Variation des elem. orbitaux. 2. Parenthéses de Lagrange (6)

D’autre part, on a vu que pour chaque valeur du temps ¢ fixée,
I'application qui, a un mouvement représente par

(a, b, ¢, f, g, h,...)fait correpondre les valeurs de (r, s, u,...,
r', s’ W, .. .) alinstant ¢, est un difféomorphisme local de la
varieté des mouvements du systeme sur la varieté de ses états
cinématiques.

En composant ce diffeomorphisme avec la transformation de
Legendre, nous voyons que, pour chaque instant ¢ fixe,

(CL, b7 C, f7 9, hw")H(T) S, Uy..., Pry, Ps, pua)

(ou il faut comprendre que r, s, u, p,, ps, Py, d€Signent les
valeurs prises par ces grandeurs a l'instant ¢ considére) est un
diffeomorphisme.

IHES, 24-26 mars 2010, La reconquéte de la dynamique par la géométrie aprés Lagrange. Lagrange et le mouvement des planétes — p. 28/113



|
V. Variation des elem. orbitaux. 2. Parenthéses de Lagrange (7)

Le fait que, pour chaque valeur fixée de ¢, I'application

(CL, b7 C, f7 9, hw")H(T) Sy, Uy..., Pry, Ps, p’LL7)

soit un diffeomorphisme, permet de comprendre quel sens on
doit donner aux parentheses de Lagrange :

Or dp, Ordp. 0sdps 0sOdps Oudp, Oudpy 1.

(@.0) = oy "9 9a " 9a b 96 0a 92 b b da

Remarque importante La parenthese de Lagrange (a,b)
n'a de sens que lorsqu’on a choisi, non seulement les deux
fonctions a et b sur la variété des mouvements, mais aussi
toutes les autres ¢, f, g, h, ..., formant un systeme de
coordonnées loales sur cette variété. En d’autres termes, (a, b)
ne depend pas que de a et de b, mais ausside ¢, f, g, h, .. ..
C’est une fonction sur la varieté des mouvements.
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V. Variation des elem. orbitaux. 2. Parenthéses de Lagrange (8)

En utilisant les concepts
et notations du calcul dif-
ferentiel extérieur (deve-
loppés au XX-eme siecle
par Elie Cartan), il est fa-
cile de verifier que les
parentheses de Lagrange
sont les composantes de
I'image réciproque de la
forme symplectigue ca-
nonique du fibré cotan-
gent a la varieté configu-
ration.

Elie Cartan (1869-1951)
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V. Variation des elem. orbitaux. 2. Parenthéses de Lagrange (9)

(a,b)da N\ db+ (a,c)da ANdc+ -+ (b,c)db A dc+ -

(ardaJra—dqu ) (aprd +8p7“db+-~>

da 0b da 0b

0s 0s op Ops
+ (udat b ) A (Gedat Bt )
+ ...
= dr Ndp, +ds N\ dps + du N dpy + - -

Au signe pres, c’'est I'expression, en coordonnées de Darboux,
de la forme symplectique d’un fibré cotangent.

En prouvant que ses parentheses ne dépendent pas
directement du temps, Lagrange a, du méme coup, prouve gue
le flot du champ de vecteurs d’évolution, sur I'espace des
phases, conserve la forme symplectique canonique.
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V. Variation des élem. orbitaux. 3. Formules

Lagrange montre gque les dérivées par rapport au temps t, des

“constantes gu’on fait varier” a, b, .. ., verifient
2n
) daj (‘9&2 .
;(a@-,a])ﬁ — 90 1 <i<2n,

ou j'al note, pour faciliter I'écriture, a;, 1 < i < 2n au lieu de a, b,
c, ..., etoujai tenu compte de I'antisymeétrie (a;,a;) = —(a;, a;).

Lagrange indique qu’en résolvant ce systeme linéaire, on
obtient des expressions de la forme
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IV. Variation des élém. orbitaux. 3. Formules (2)

Siméon Denis Poisson
(1781-1840)

Lagrange expligue que
les L;; sont des fonctions
des a; qui ne dépendent
pas explicitement du
temps. En langage
moderne, ce sont des
fonctions définies sur la
variété des mouvements.
Mais Lagrange n’en
donne pas explicitement
I'expression.

C’est Siméon Denis Pois-
son (1781-1840) qui le
fera, a peine quelques
mois plus tard.
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V. Crochets de Poisson. 1. Mémoire de Poisson de 1809

Dans un mémoire lu a I'lnstitut de France le 16 octobre 1809
[26], Siméon Denis Poisson (1781-1840), qui avait eté I'éleve

de Lagrange a I'Ecole Polytechnique, reprend I'étude de la
methode de variation des constantes. Il introduit des quantités,
deéfinies sur la variété des mouvements, qu’il note (a,b), (a, c),
..., qui ne sont pas les parentheses de Lagrange. Ces
grandeurs sont aujourd’hui appelées crochets de Poisson.
Poisson utilise d’ailleurs aussi les parentheses de Lagrange,
mais il les note differemment : [a, b] au lieu de (a,b), |a, c] au lieu
de (a,c), .. ..

Nous conserverons la notation (a, b), (a,c), ..., pour les
parentheses de Lagrange et nous utiliserons la notation {a, b},
{a,c}, {b,c}, ... pour les crochets de Poisson.
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V. Crochets de Poisson. 2. Comparaison

Comparaison des crochets de Poisson et des
parenth eses de Lagrange

{ab}_8a8b_8a8b+8a8b_8a8b+8a (%_8@ 8b+
"0 Op,Or  OrOp, OpsOs 0sOps Opy,Ou OuOpy

Or Op, Ordp, 0sdps 0sdps Oudp, Oudpy, 1.

(@.0) = o oy "9 0a  9a b 26 0a 92 b b da

C’est au moyen des dérivées partielles du diffeomorphisme de
I'espace des phases au temps ¢ sur I'espace des mouvements
gue s’expriment les crochets de Poisson, alors gque les
parentheses de Lagrange s’expriment au moyen des dérivées
partielles du diffeomorphisme inverse, de I'espace des
mouvements sur I'espace des phases au temps .
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V. Crochets de Poisson. 2. Comparaison (2)

Conclusion Alors gue les parentheses de Lagrange sont
les composantes, dans la carte de la variété des mouvements
dont les coordonnées locales sont a, b, . . ., de la forme
symplectique de cette variéte, les crochets de Poisson sont les
composantes, dans cette méme carte, du tenseur de Poisson A
associe a cette forme symplectique.

Les matrices formées, d’une part, par les parentheses de
Lagrange (a,b), (a,c), ..., dautre part par les crochets de
Poisson {a, b}, {a,c}, ... des fonctions coordonnées a, b, ¢, . ..
sur la varieté des mouvements, sont inverses 'une de l'autre.
Ce fait a ete clairement indiqué par Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) dans un memoire présenté a I’Academie de Turin
le 11 octobre 1831 [6], 22 ans apres la parution des mémoires
de Lagrange et Poisson.
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VI. Probleme de Kepler. 1. Equations

Soit P un point matériel de masse m dans I'espace physique £
(espace affine euclidien de dimension 3, d’espace vectoriel

- - ., = . : . s 7z
euclidien associé &), soumis au champ gravitationnel créé par
un centre attractif O. Posons

— dr
7 =OP; TZH?’M ﬁ:mﬁ

— . ,
La force f qui s’exerce sur P est

k etant la constante caractéerisant le champ attractif de O. Les
équations du mouvement sont

dr  p  dp km7r
dd m’' dt 3 |
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VI. Probleme de Kepler. 2. Intégrales premiéres

C’est un champ de vecteurs hamiltonien indépendant du temps
sur une varieté symplectigue M de dimension 6 (le fibré
cotangent a un espace affine euclidien £ de dimension 3, prive
d'un point O, le centre attractif). On identifiera les fibres tangent
et cotangent grace au produit scalaire euclidien. Le hamiltonien
est

> mk

F=—— —
2m r

Le groupe de symétries naturel du probleme est SO(3). Le
moment correspondant est le vecteur moment cinétique

.
L=7TxT7.

(On a identifie l'algebre de Lie de SO(3) et son dual a 'espace
vectoriel euclidien ?) |
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VI. Probleme de Kepler. 2. Intégrales premiéres

V4 . - 7 " _> \
Outre I’énergie E et le moment cinétique L, le probleme de
Kepler admet pour integrale premiere le vecteur excentricité

H
LT ?xL:(WHQ 1>?_??H

m2k r

=TT i m2k w2k L
decouvert par Jakob Hermann (1678-1753), improprement
appelé vecteur de Laplace, ou vecteur de Runge-Lenz, dont
I'origine est longtemps restée mystérieuse.

En utilisant ces intégrales premieres, il est facile de déterminer
toutes les solutions du probleme.

IHES, 24-26 mars 2010, La reconquéte de la dynamique par la géométrie aprés Lagrange. Lagrange et le mouvement des planéetes — p. 39/113



VI. Probleme de Kepler. 3. Solutions

On montre que l'orbite du point P est contenue dans un plan
passant par le centre attractif O. En choisissant un repere affine
orthonormé (O, e, ¢,, ¢,) tel que e, soit normal au plan de
'orbite et e, paralléle au vecteur excentricité = et de méme
sens (si ¢ est nul, on choisit e, arbitrairement dans le plan de
I'orbite), et en notant 6 I'angle polaire de P dans le plan de

I'orbite Oy, on a si T est non nul,

db
L —Le, L= mrzg — Constante .
— m2k — — —
D = T(— sinfe; + cosfe,) + ce,, avec
21‘6 —
c= I = Constante .

L
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VI. Probleme de Kepler. 3. Solutions (2)

Portons, a partir du point O, un vecteur égal & p. Lexpression
de 2 montre que I'extrémité de ce vecteur parcourt, lorsque P
parcourt son orbite, un cercle, ou un arc de cercle. C'est
I'nodographe du mouvement (multiplié par la masse m). Le
centre C' et le rayon R du cercle C portant ’hnodographe sont
donnés par

—  m?k|E| = m?k

OC = 7 Ty = ——

On trouve aussi

L? A

m2k + Lccos 14 ecosf’

r

AZM? 5:”5”7°

IHES, 24-26 mars 2010, La reconquéte de la dynamique par la géométrie aprés Lagrange. Lagrange et le mouvement des planéetes — p. 41/113



VI. Probleme de Kepler. 3. Solutions (3)

L'expression de r n’est autre que I'équation polaire d’'une
conique de foyer O et d’excentricite «.

® Si0<e<l1,lorbite de P est une ellipse (un cercle pour
e = 0) et 'hodographe est le cercle C entier, le point O est a
I'intérieur de ce cercle.

® Sic =1, orbite de P est une parabole, le cercle C passe par
le point O ; 'nodographe est ce cercle moins le point O.

® Sic > 1, 'orbite de P est une branche d’hyperbole, le point
O est a I'extérieur du cercle C, I'hodographe est I'arc de ce
cercle qui tourne sa concavité vers O.
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VI. Probleme de Kepler. 4. Hodographe pour £ > 0

0,

Soit C le cercle qui porte
I'nodographe, c’est-a-dire
le cercle du plan xOy de
centre C' et de rayon R.

On voit aisément que
ccos tend vers -1
lorsque I'extrémité du
vecteur d’'origine O égal
a p tend vers un des
points de contact (7}
et 7Ty) des tangentes
menées du point O au
cercle C.
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VI. Probleme de Kepler. 4. Hodographe pour £ > 0 (2)

O

De méme on voit que r
est positif lorsque I'extre-
mité du vecteur d’origine
O égal a p est sur l'arc
du cercle C, limité par
17 et 15, qui tourne sa
concavite vers le point O.

C’est cet arc de cercle qui
est I’lhodographe.

L'autre arc de cercle (en
pointillés) est I'hodo-
graphe d'un probleme
de Kepler modifié, ou
le centre O est repulsif
et ou l'orbite est l'autre

branche d’hyperbole.
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VI. Probleme de Kepler. 5. Lénergie

Rappelons que 'hodographe du probeme de Kepler est un (arc
de) cercle dont le centre est a la distance |c| du point O et dont
le rayon est R. Léenergie E s’exprime, en fonction de c et de R,
par

B (=)

On peut donc énoncer :
Proposition  La puissance (¢ — R?) du point O par rapport
a I'hodographe, est égale a 2mFE, ou E est I'énergie.
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Rappel : puissance d’un point par rapport a un cercle

Dans un plan, on considere un cercle de centre C' et de rayon

R, et un point O tel que ](TC’] — d. Pour toute droite passant par
O coupant le cercle en deux points M; et M,, on a

OM;.OMs = OP.OQ = (d+ R)(d — R) = d*> — R

Si O est a l'extérieur du
cercle, T et 15 les points
de contact des tangentes
au cercle passant par O,
on a

OT3|2 = |OT1 > = d>— R?.
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VI. Probleme de Kepler. 6. Orbite et hodographe, ¢ = 0

yA
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VI. Probléeme de Kepler. 7. Orbite et hodographe, ¢ = 1/2

7 B~

p

NI x’

/
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VI. Probleme de Kepler. 8. Orbite et hodographe, ¢ = 1
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VI. Probleme de Kepler. 9. Orbite et hodographe, ¢ = 2
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VII. Mouvements du probleme de Kepler. 1. L =0

Si on n'exclut pas les mouvements a moment cinétique nul, la

variété M des mouvements du probleme de Keplern’est pas
séparee. En effet :

Soit ¢t — ©(t) un mouvement a moment cinétique nul se
terminant a l'instant ¢.,; par la collision du point materiel P avec
le centre attractif. Alors

t— P(t) = o(2tcon — 1)

est un autre mouvement, dans lequel le point matériel P est
éjecté par le centre attractif a I'instant ¢.,;, avec une vitesse
infinie (mais une energie finie).

Pour la topologie de M (topologie quotient), les mouvements ¢
et ¢» ne possedent pas de voisinages disjoints.
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VII. Mouvements du probleme de Kepler. 2. Etude de M

L'étude de la variété M des mouvements du probleme de Kepler
et de ses symetries a donne lieu a de tres nombreux travaux,
tant des mathématiciens que des physiciens, en liaison avec
I'étude de I'atome d’hydrogene. Les résultats les plus complets
sont dus a Jean-Marie Souriau [28]. || a montré notamment que

cette variété est régularisable.
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VII. Mouvements du probleme de Kepler. 2. Etude de M

L'étude de la variété M des mouvements du probleme de Kepler
et de ses symetries a donne lieu a de tres nombreux travaux,
tant des mathématiciens que des physiciens, en liaison avec
I'étude de I'atome d’hydrogene. Les résultats les plus complets
sont dus a Jean-Marie Souriau [28]. || a montré notamment que
cette variété est régularisable.

Dans ce qui suit, je vais plus modestement étudier, non pas la

variété des mouvements entiére 1, mais des variétés réduites
(au sens de Marsden et Weinstein) qui s’en déduisent en fixant
un niveau de I'énergie et en effectuant un quotient. Cette étude
suffit pour mettre en évidence les symétries cachées qui
expliquent pourguoi le vecteur excentricité est une intégrale
premiere.
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VIl. Mouvements du probleme de Kepler. 3. FE =¢

Pour chaque valeur e de I'énergie £, I'ensemble des

mouvements d’énergie £ = ¢ est une sous-varieté M, de M,
coisotrope, de dimension 5. Nous avons vu que le groupe

additif R agit sur M. Cette action laisse invariante chaque
sous-variété M..
Chaque feuille (de dimension 1) du feuilletage caracteristique

de ]\/4\e est I'orbite d’'un élément de ]\/4\e sous l'action de R.
Autrement dit, c’est 'ensemble de tous les mouvements pour
esquels le point P se deplace sur une méme orbite de I'espace
ohysique, ne différant les uns des autres que par I'instant de
passage de P en un point particulier de cette orbite.
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VIl. Mouvements du probleme de Kepler. 4. Réduction

'ensemble des feullles du feuilletage en courbes de M, décrit
ci-dessus est la variété symplectique réeduite, au sens de
Marsden et Weinstein [20]. Elle est de dimension 4, et elle
s’identifie a 'espace des orbites orientées d’energie fixée F = ¢
du probleme de Kepler.

Ces orbites (dans I'espace physique ou a lieu le mouvement du
point matériel P) sont des coniques dont un des foyers est O,
plus précisément

#® desellipsessie <0,

#® des paraboles sie =0,

# des branches d’hyperbole tournant leur concavite vers O Si
e > 0.

Cette variété réduite sera appelée variéte réduite des
mouvements d’énergie fixée £ = ¢, et notee M..
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VIl. Mouvements du probleme de Kepler. 5. Etude de M,

L'étude de la variété reduite des mouvements d’énergie fixée
E = e est considérablement simplifiee par la remargue suivante.

Il ya a une correspondance bijective entre une orbite orientée
du probleme de Kepler et son hodographe orienté.

Cette remarque simplifie I'étude pour deux raisons :

# d’abord parce que les hodographes sont des cercles, ou des
arcs de cercle, c’est-a-dire des courbes plus simples que les
ellipses, les paraboles ou les hyperboles,

#» ensuite parce que la puissance du point O par rapport a
I'nodographe est égale a 2mFE, ou E est I'énergie du
mouvement considére.
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VIl. Mouvements du probleme de Kepler. 5. Etude de M,

Nous pouvons donc énoncer :

Proposition La variété réduite des mouvements d'énergie
FE = e s’'identifie
® Sie <0, alespace des cercles orientés, tracés dans un plan

de I'espace & passant par le point O, par rapport auxgels la
puissance de O est egale a 2me;

® sie =0, alespace des cercles orientés passant par O,
moins le point O ;

® sSie >0, alespace des arcs de cercle orientés, tracés dans
des plans passant par O et tournant leur concavité vers O, par
rapport auxquels la puissance de O est egale a ¢, limites par les
points de contact des tangentes menées du point O.
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VIIl. Mouvements réduits et géodésiques. 1.Case # 0

Utilisant une idée de Fock [8] datant de 1935, Moser [22] a
montré comment, par projection stéreographique inverse, on
peut mettre en correspondance injective les mouvements
reduits d’energie fixée e < 0 avec des grands cercles orientés
d’'une sphere de dimension 3. Ces grands cercles orientés sont
des géeodésiques orientées de cette sphere, munie de sa
metrique riemannienne usuelle.

De méme, grace a une projection steréographique généralisée,
les mouvements réduits d’énergie fixée e > 0 peuvent étre mis
en correspondance injective avec les grandes hyperboles
orientées d’un hyperboloide de révolution a deux nappes, de
dimension 3. Ces grandes hyperboles orientees sont des
géodésiques orientees de cet hyperboloide, muni de la
metrigue riemannienne induite par son plongement dans un
espace de Lorentz de dimension 4.
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VIIl. Mouvements réduits et géodésiques. 1.Case # 0

On va traiter ensemble les cas d’energie positive et negative en
Introduisant la variable auxiliaire

1 SI e<O,
=

—1 sl e>0.

Soit (e,, e,, ;) un repéere orthonormé de £ d’origine O. On
construit un espace augmenté F en ajoutant a ce repere un

vecteur unitaire ej, la coordonnée correspondante étant notée
h. Lespace £ est identifie a 'hyperplan de F d’équation h = 0.

On considere la quadrique ¢ d’eguation
W+ ((z? +y* + 2°) =p®, avec p=+/2mle|.

C’est une sphere si ¢ = 1, un hyperboloide a deux nappes si

¢=-1.
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VIIl. Mouvements réduits et géodésiques. 1.Case # 0

Soit N le point de coordonnées (r=y=2=0, h=p).La
projection steréographique (usuelle si ( = 1, géenéralisée si

¢ = —1) de la quadrique Q) privée du point N sur I'espace £ est
I'application qui, a chaque point m de Q\{/N}, fait correspondre
le point M de £ (identifié a 'hyperplan d’équation » = 0) ou la
droite qui joint N et m rencontre £.

#® Si( =1 c’estun diffeomorphisme de la 3-sphere @ privée
du point NV sur I'espace €£.

® Si( = —1 c’estun diffeomorphisme de I'hyperboloide @
privé du point IV sur le complémentaire, dans &, de la sphere de
centre O et de rayon p. La nappe supérieure (h>0) de
I'nyperboloide, privée du point NV, a pour image la partie de &
exterieure et la nappe inférieure (h<O0) la partie de £ intérieure a
cette sphere.
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VIII. Mouvements réduits et géodésiques. 1.Case # 0

h hl
M

¢=1

Projection stéréographique

¢ =1
Projection stéréographique
généralisée
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VIIl. Mouvements réduits et géodésiques. 1.Case # 0

On note (x,y, z, h) les coordonnées de m, (u,v,w,0) celles de
M, v le point de £ de coordonnées (x,y, z,0) et ¢, le vecteur
unitaire (a quatre dimensions) de base de la dimension
supplémentaire ajoutée a £. On peut donc écrire

Om = Op + hey, .

Moyennant quelgues calculs on obtient les formules donnant
les coordonnées de M en fonction de celles de m :

On a aussi

— —
h? = p? = (lloull®, avec [|Ou|]® =a® +y* + 27,
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VIIl. Mouvements réduits et géodésiques. 1.Case # 0

La transformation inverse (coordonnées de m en fonction de
celles de M) est

[— 2p2 -
O:u — p— 0M7
p* + Cl|OM]J2
|OM |2 = ¢p? -
h=pr— , avec ||OM|]? = u® +v* + w?.
\ HOM ’2 _|_</02

En utilisant ces formules on voit que si M; et M, sont deux

points de £ tels que OM;.OM; = 2me = —(p?, leurs images, par
I'inverse de la projection steréographique, sont deux points m;
et mo symetriques par rapport a O. On peut d’ailleurs trouver
cette propriété sans aucun calcul, en utilisant les proprietées de
I'inversion.
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VIIl. Mouvements réduits et géodésiques. 1.Case # 0

Par suite, la projection stéréographique inverse transforme
I'nodographe de chaque mouvement képlérien d’énergie ¢ en
I'intersection de la quadrique ) (de dimension 3) avec un plan
(de dimension 2) passant par son centre O. C’est

# un grand cercle de la sphere ) sie <0, ( =1,

#® une branche de “grande hyperbole” de I'hyperboloide de
revolution Q) sie > 0, ( = —1.

L'expression “grande hyperbole” de I'hyperboloide de réevolution
() est employee par analogie avec I'expression “grand cercle”
d’'une sphere : intersection de () avec un 2-plan passant par son
centre de symétrie O.

Dans les deux cas, il s'agit d’'une geodésique de la quadrique @
munie de la metrigue induite par celle de I'espace augmenté F
(euclidienne si ¢ = 1, lorentzienne si ¢ = —1). Ce résultat est di
a Osipov et Belbruno.
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VIIl. Mouvements réduits et géodésiques. 2.Case =0

Les mouvements réduits d’énergie ¢ = 0 sont les cercles de
I'espace £ passant par le point O et privés de ce point. Une
iInversion de pole O et de rapport A transforme ces cercles en
droites, c’est-a-dire en géodesiques de I'espace euclidien, et on
obtient ainsi toutes les droites qui ne passent pas par le point
O. Par suite :

Les mouvements réduits d’énergie nulle sont des geodésiques
(orientées) de I'espace euclidien de dimension 3. Ce resultat a
été egalement obtenu par Osipov et Belbruno.

Le ds* de la métrique (euclidienne) dont les hodographes sont
les geodésiques a pour expression, au moyen des coordonnees
u, v, w,

A (du? + dv? + dw?)

A
ds = (u? + v2 4+ w?)?
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IX. Prolongement aux fibrés cotangents. 1. Généralités

La projection stéreographique (usuelle si e < 0, généralisée si
e > 0) et I'inversion dans £ (si e = 0) ont été utilisées pour
transformer les hodographes de mouvements képlériens en
géodésiques d’espaces a courbure constante. Moser [22] a
montré gu’en prolongeant ces transformations aux fibrés
cotangents, on obtient un anti-symplectomorphisme qui
transforme

# les hodographes des orbites keplériennes en les
geodésiques d’'un espace a courbure constante,

® les orbites keplériennes en les hodographes des
geodeésiques de cet espace a courbure constante, paramétrées
par la longueur d’arc.

A la la longueur d’arc sur les géodésiques de I'espace a
courbure constante correspond le parametre de Levi-Civita (et
non le temps) sur les orbites du probleme de Kepler. |
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IX. Prolongement aux fibres cotangents. 2.Case # 0

Pour e # 0, la projection stéreographique inverse
(éventuellement généralisée) associe, a chagque point M de
I'espace &, de dimension 3, un point m de la quadrigue (@, de
dimension 3, plongée dans I'espace étendu F de dimension 4.
Puisque cette application est un diffeomorphisme d’un ouvert
de £ sur Q\{N}, elle se prolonge, de maniere unique, aux fibres
cotangents, de maniere telle que I'image réciproque de la forme
de Liouville de T*(Q\{/NV} soit égale a la forme de Liouville de
T*FE (ou plus précisément, lorsque e > 0 du fibré cotangent a un
ouvert de &).

: : N
Appliquons cette construction au cas ou OM = 7, vecteur
impulsion d’'un mouvement képlérien d’énergie e # 0.
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IX. Prolongement aux fibres cotangents. 2.Case # 0

Une 1-forme sur £ peut s’écrire 7.d0—]\>4, ou 7 est un champ de
vecteurs sur £, ou puisque OM = 7,

T .dp =rydpy + Ty dpy + 72 dp, .

Rappelonsque ( =1sie<0et(=—1sie>0.Léquation de )
est

Om.Om = z% + y? + 22 + Ch? = (2.
Une 1-forme sur @ peut s’écrire

e
w.dOm = wy dr + wy dy + w, dz + Cwy dh,
ou w est un champ de vecteurs sur Q. Il doit donc vérifier

H—_>
w.0m = wzx + wyy + w2z + wph = 0.
|

IHES, 24-26 mars 2010, La reconquéte de la dynamique par la géométrie aprés Lagrange. Lagrange et le mouvement des planétes — p. 67/113



IX. Prolongement aux fibres cotangents. 2.Case # 0

Le prolongement aux fibrés cotangent de la projection
stéréographique, noté S, doit donc associer au couple (m, W)
formé d’'un point m de Q et d'un vecteur w tangent a Q en ce

point, un couple (7, p’) de deux vecteurs de £, de maniére telle
que

W.dOm =T .dp .
On a deja déterminé les equations exprimant la projection

stéréographique S, donnant " en fonction de m, ainsi que
celles exprimant la transformation inverse S—!. Les équations

exprimant le prolongement aux fibrés cotangents S et son
inverse S—! s’obtiennent aisément moyennant quelques calculs.
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IX. Prolongement aux fibres cotangents. 2.Case # 0

Prolongement aux fibrés cotangents de la projection
stéreographique :

/

\

ouU Oon a pose
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IX. Prolongement aux fibres cotangents. 2.Case # 0

Les formules exprimant le prolongement aux fibrés cotangents
de la projection stéreographigque inverse sont

f? 2,02 .
M= P,
P2 + |72
H?HZ—CPZ — 112 2 2 2
h = , avec ||p|*=p;+p,+0p;,
< 1212 + ¢p? S
T /02‘|‘<H?H2—>_<7 ﬁ?
2,02 ,02 ’
(r.p
Wwp =
\ P

Comme ci-dessus on a poseé

—_— —
Om = Op+ hep,, W =w3+wpep, |

IHES, 24-26 mars 2010, La reconquéte de la dynamique par la géométrie aprés Lagrange. Lagrange et le mouvement des planétes — p. 70/113



IX. Prolongement aux fibrés cotangents. 3.Case =0

Pour les mouvements d’énergie nulle il faut remplacer la
projection stéréographigue par une inversion de centre O et de
rapport . Les formules exprimant son prolongement aux fibrés
cotangents sont

)
OM =7 =2 Om.
< |Om|[?
——> 5 L, —

—  |Om]||* =5 2wW.Om —

r= W — Om .
\ A A

—

( — A
Om: —>2?7
17|
< — 112 — —
W:”p” ?_QT.p —
\ ) L |
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IX. Prolongement aux fibrés cotangents. 4. Anti-sympl.

Puisque w.dOm = 7.d 7,
AW AdOm = d7 AP = —dp AdT .
On a noté
dp Nd7 = dpy N dry + dpy N dry + dp, A dr,

et une convention analogue (avec 4 composantes) pour
4w A dOm.

Or la forme symplectigue canonigue de I'espace des phases du
probléme de Kepler est wr-g = dp A d7, tandis que celle de

T*Q est wr-g = dw A dOm. 'application construite est donc un
anti-symplectomorphisme, non un symplectomorphisme.
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X. Transformation du hamiltonien. 1.Case # 0

L'image directe par S du champ de vecteurs de hamiltonien £
sur I'espace des phases du probleme de Kepler, est donc le

champ de vecteurs de hamiltonien —E o S sur T*Q. On a

O
T

Apres un petit calcul on trouve, dans le cas ou e # 0,

- 3 L 2
FoS=e+ CP)”_W (H | —£> , avec e= L .
w

m(p — h 2m

Le vecteur w étant de genre espace, on a posé

02

||| = \/w%+w§+w§+ﬁw%.
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X. Transformation du hamiltonien. 2.Case = 0

Dans le cas ou e = 0, en utilisant, au lieu de S, le prolongement

aux fibrés cotangents de l'inversion, noté S’, on a une formule
analogue

2 2
Eod — A (WH _ M) |

—
2m|| @ || |Om||?

Le vecteur w étant cette fois un vecteur de &, on a posé

|| = \/w%erngwg
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X. Transformation du hamiltonien. 3. Le flot transformé.

Ces résultats montrent que le niveau d’énergie £ = e de
I'espace des phases du probleme de Kepler est transforme, par

~ ~—1
S~lsie#0o0ouparsS sie=0,enlensemble de couples
(m, w) ol la norme du vecteur w a une valeur constante,
déependant de ¢ :

 m?k .
. oz "erl Q\{N} sie#0,
HwH—< ’02 m € :
2mck . E Sle =0,
Ly Sle =

Sur ce niveau d'énergie, d(E o S) si e # 0, ou d(E o §’) Sle =0,
|w]?

est proportionnel a d ( ) la valeur du coefficient de

proportionnalité dépendant du point m considere.
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X. Transformation du hamiltonien. 3. Le flot transformé.

Si e £ 0, sur le niveau d’énergie (E o S)~1(e), on a

T v
1508) = o s A = = (12-)

De méme, si e = 0, sur le niveau d'énergie (E o $')~1(0), on a

R 2 4 — 12
WEof) = — 2 a2 4 d(”w”).

- — —
2m||0m|?||w | 8m>k?(|Om||2 2

Par suite, sur ce niveau d’énergie, le champ de vecteurs de

hamiltonien Eo S sie # 0, ou E o S’ si e = 0, est égal au produit,
| |?

par une fonction, du champ de vecteurs de hamiltonien
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X. Transformation du hamiltonien. 3. Le flot transformé.

Cette fonction a pour expression

Cp' -
R (p — ) Sl e # 0,
)\4
Sle = 0.

Sm5k2(|Om||2

On retrouve ainsi le parametre de Levi-Civita car cette fonction
est égale a

( ,04
— Sl e # 0,
m3k|| 7|
< )\2
Sle = 0.
T I

Rappelons que le parametre de Levi-Civita est I'integrale, le
long d’une trajectoire, de dt/||7’||.
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XI. Reqgularisation. 1. Pourquoi pas toutes les géodésiques ?

Jusqua présent nons n’avons consideré que les mouvements
avec moment cinetigue non nul. Nous avons fait correspondre
aux mouvements reduits correpondants des géeodeésiques
orientées

# d’une sphere de dimension 3 lorsque e < 0,
# d’'un espace hyperboligue de dimension 3 lorsque e > 0,
# d’'un espace euclidien de dimension 3 lorsque e = 0.

La correspondance ainsi construite est injective, mais pas
surjective : les géodeésiques passant par un point particulier
(pOle de la projection steréographique, ou stéreographique
géneralisée, lorsque e < 0 ou e > 0, les droites passant par O

lorsque e = 0) ne correspondent a aucun mouvement réduit de
moment cinétique non nul.
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I
Xl. Regularisation. 2. Les mouvements a moment cinétique nul

Lors d’'un mouvement a moment cinétique nul, le point materiel
P se déplace sur une droite passant par le point O.

Si e < 0, le mouvement commence, pour une valeur finie du
temps, l'instant ou le point matériel P est ejecte par le centre
attractif O, a une vitesse infinie. Immediatement apres I'éjection
la vitesse devient finie, et décroit tant que la distance OP croitt.
Lorsque cette distance atteint son maximum, la vitesse s’annule
puis change de sens. Le point matériel P se rapproche, de plus
en plus vite, du centre attractif O. Le mouvement s’acheve au
bout d’'un temps fini, lorsque P entre en collision, a une vitesse
infinie, avec O.
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Xl. Régularisation. 2. Les mouvements a moment cinétique nul

Si e > 0 Il existe deux sortes de mouvements a moment
cinétique nul :

$ ceux gui commencent pour une valeur finie du temps,
I'instant ou le centre attractif O éjecte le point materiel P, a une
vitesse infinie. Le point matériel P s’éloigne de O de maniere
monotone, de moins en moins vite et son mouvement se
poursuit jusqu’a ce que le temps et la distance OP tendent, tous
deux, vers I'infini. La vitesse de P tend vers 0 si e = 0 et vers
une valeur finie si e > 0.

®» ceux, deduits des précéedents par changement de ¢ en —t,
deéfinis sur un intervalle de temps non borné a gauche et qui
s’achevent, pour une valeur finie de ¢, par la collision de P avec
le centre attractif.
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XI. Régularisation. 3. Identification.

Les mouvements a moment cinetique nul doivent étre
considérés comme des limites de suites de mouvements de
méme energie, de moment cinétique de plus en plus petit et
tendant vers 0. Deux mouvements a moment cinétique nul, de
méme énergie, dans lesquels le point matériel P se deplace sur
a méme demi-droite passant par O, l'instant ou I'un se termine
par la collision de P avec O éetant le méme que l'instant ou
‘autre commence par I'éjection de P par O, apparaissent alors
comme deux parties d’'un méme mouvement.

Avec cette convention, les mouvements a moment cinétique nul
deviennent deéfinis pour toute valeur du temps. Si e < 0 ils sont
periodigues, le point matériel P rebondissant une infinité de fois
sur le centre attractif. Si e > 0 ils sont non périodiques, le point
matériel P venant de I'infini, rebondissant une seule fois sur le
centre attractif, et s’éloignant ensuite jusqu’a I'infini.
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Xl. Régularisation. 4. Le résultat

Avec cette convention, la correspondance entre mouvements
reduits d’energie e fixée et géodesiques orientées d’'un espace
a courbure constante de dimension 3 (une sphere sie < 0, un
espace euclidien si e = 0 et un espace hyperbolique si e > 0)
devient bijective. Mais la description d’'un mouvement
comportant une collision avec le centre attractif, en fonction du
temps, n’est plus differentiable.

On peut récuperer la differentiabilité en utilisant pour la
description d’'un mouvement non plus le temps, mais le
parametre de Levi-Civita. Si on utilise la correspondance entre
mouvements réduits d’energie fixée du probleme de Kepler et
geodésiques d’'un espace a courbure constante, cela revient a
paramétrer celles-ci par la longueur d’arc.

IHES, 24-26 mars 2010, La reconquéte de la dynamique par la géométrie aprés Lagrange. Lagrange et le mouvement des planétes — p. 82/113



XIl. Symetries. 1. Les symétries du probleme régularisé

Le groupe de symeétries naturel du probleme de Kepler est le
groupe SO(3) des rotations de I'espace euclidien &, de
dimension 3, autour du centre attractif O.

En permettant d’identifier les mouvements réduits aux
geodésiques d’'un espace a courbure constante, la
regularisation met en évidence des symétries supplémentaires.

Le groupe des symetries de I'espace des mouvements réduit
d’énergie ¢, de dimension 6, est :

#» poure < 0, le groupe SO(4) des rotations de I'espace
euclidien de dimension 4,

#® pour e =0, le groupe des deplacements de I'espace
euclidien £ de dimension 3,

# pour e > 0, le groupe de Lorentz SO(3, 1) des isométries
conservant l'origine et les orientations de I'espace de
Minkowski de dimension 4. |
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XIl. Symeétries. 2. Le vecteur excentricité

Ces symetries additionnelles expliquent la constance, au cours
du mouvement, du vecteur excentricité, improprement appelé
vecteur de Laplace ou vecteur de Runge-Lenz car il a été
decouvert (bien avant I'invention du calcul vectoriel) par Jakob
Hermann (1678-1753). Ce vecteur sans dimension, de module
égal a I'excentricité = de l'orbite, parallele a son grand axe et
dirigé de O vers le périnélie, a pour expression

R
N L ?XL: H?Hz_l 7_ﬁ?—>
r m2k m2k '

m2k r

En utilisant les égquations du mouvement, on vérifie aisement
de .y .
gue = 0, donc que € est une intégrale premiére

(vectorielle).
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XIl. Symetries. 3. Vecteur excentricité et moment.

Rappel Soit®: G x M — M une action a gauche d’un
groupe de Lie G sur une varieté différentiable M. Son
prolongement au fibré cotangent est une action hamiltonienne
®:Gx T*M — T*M dont le moment J : T*M — G* a pour
expression

(J(6), X) = (& Xm(mm(E)))

ou X € g, X, etant le champ de vecteurs fondamental sur M
associéa X, e T*M, ety : T*M — M étant la projection
canonigque.
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XIl. Symetries. 3. Vecteur excentricité et moment.

J est integrale premiere de tout champ de vecteurs hamiltonien
sur 7*M dont le hamiltonien H est invariant par I'action .
Appliguons ce résultat lorsque I'action ¢ est

# [action de SO(4) sur la sphere @, de dimension 3, si e < 0,

# |'action de SO(3, 1) sur I'hyperboloide @, de dimension 3, si
e > 0,

# l'action du groupe des déplacements euclidiens sur I'espace
£, de dimension 3, si e = 0.

Dans les trois cas le hamiltonien 4 a la méme expression :
- 112
7]

H = :
2

c’est le hamiltonien classique d’'une particule de déeplacant
librement sur @, ou sur &, il est bien invariant par I'action ®.
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XIl. Symetries. 3. Vecteur excentricité et moment.

Dans les trois cas le groupe &, de dimension 6, contient comme
sous-groupe SO(3), de dimension 3. La partie correspondante
du moment J donne, en revenant au probleme de Kepler, une

—

Intégrale premiere bien connue : le moment cinétique L.

Mais il y a d’autres sous-groupes a un parametre intéressants,
en correspondance bijective avec les vecteurs v de I'espace
euclidien & :

# dans le cas ou e # 0 la rotation (usuelle si e < 0,
hyperbolique si e > 0) du plan contenant O parallele a 7" et a
€1, et laissant fixe I'orthogonal de ce plan;

# dans le cas ou e = 0, la translation de £ selon le vecteur v'.

La partie correspondante du moment J, notée J’, est une
fonction qui prend ses valeurs dans I'espace des vecteurs de €.
Son évaluation sur un vecteur v’, considéré comme un élément
de I'algébre de Lie de G, est le produit scalaire avec v'.
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XIl. Symetries. 3. Vecteur excentricité et moment.

Le calcul donne

J(Op, h, w3, wy) = C(hiwg — wpOp) Si e #0,

J(Om, @) = Si e=0.

\ - _>
Revenons au probléme de Kepler en exprimant Ou, h, w3, wy,

\ ﬁ \
(dans le cas ol e # 0), ou Om, w (dans le cas ot e = 0) en
fonction de 7 et . On trouve

T2 A2 —
T IBEL
T — o Sl e=0
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XIl. Symetries. 3. Vecteur excentricité et moment.

—> 12 k
En tenant compte de ¢ = H;;H — HWLH et, sie # 0, de
™m T

(p? = —2me, on vérifie aisément que J’ est proportionnel au
vecteur excentricité ¢ .

IHES, 24-26 mars 2010, La reconquéte de la dynamique par la géométrie aprés Lagrange. Lagrange et le mouvement des planétes — p. 89/113



XIIl. Projection stereographique et projection Cylindrique.I

On a pu associer a 'lhodographe d’'un mouvement d’énergie
non nulle un grand cercle, ou une grande hyperbole, d’une
guadrique d’'un espace de dimension 4, construit en ajoutant
une dimension a I'espace physique £.

Gyorgyi [10] a montré que la projection cylindrique de ce grand
cercle, ou de cette grande hyperbole, sur 'espace £ (identifie a
'hyperplan d’éguation h = 0) est une conique (ellipse ou
nyperbole) de méme excentricité que 'orbite. Cette projection a
e point O pour centre, alors que l'orbite 'admet pour foyer.

La formule

— szkﬁ —
r=——3— & + W3
0
(m2k

explique cette proprieté car —-—; ¢ est égal au vecteur

0
d’origine O et d’extremité le centre de l'orbite. |
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Annexe |. Présentation moderne

Je vais maintenant présenter, dans le langage moderne, les
resultats de Lagrange et Poisson concernant la variation des
constantes, tels que je les comprends. Au langage pres, je
suivrai I'exposé de la note de Cauchy de 1837.

Sur une varieté symplectique (M, w) de dimension 2n on
considere un systeme hamiltonien, dont le hamiltonien,
dépendant éventuellement du temps, estnote ) : M xR — R
(C’est la notation utilisée par Cauchy). Soit M, la variéte des
mouvements et ¢ : R x My — M (t,a) — ®(t,a) le flot modifié du
champ de vecteurs de hamiltonien (). Pour toute fonction
differentiable g : M — R :

N2 20.0) _ (q,)(0(t.0).
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Annexe |. Presentation moderne (2)

Supposons maintenant que le vrai hamiltonien du systeme soit
Q) + R au lieu de @, R pouvant aussi dépendre de .

La méthode de variation des constantes consiste a chercher
une application ¥ : R x M; — My, (t,b) — a = V(t,b), ou M; est
la variété des mouvements du nouveau systeme, telle que

(t,b) — @ (¢, T(t,0)) soit le flot modifié du champ de vecteurs de

hamiltonien ) + R.
On doit avoir, pour toute fonction différentiable ¢ : M — R,

%(g o O(t, W(t, b))) —[Q+R, g}(CI)(t, U(t, b))) |

Mais pour chaque valeur particuliere ¢ty de t

jt(goq)(t W(t, b)))‘t toj (goCI)(t \If(to,b)))‘t toj (goCI)(to,\I!(t, b)))

t=to
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Annexe |. Presentation moderne (3)

Puisque, pour ¢, fixé, (¢, U (tp,b)) — @ (¢, ¥(to, b)) est le flot
modifié du champ de hamiltonien @, le premier terme du
membre de droite vaut

%(Qoq)(t,\lf(to,b)))‘ =1Q, g}( (to, ¥ (to,b))>.

=

Donc le second terme du membre de droite vaut

S(oo0(owen))| . = (10+ kgt —{Q.0}) (210 W(t0,1)))

dt
= (R, g} (@ (to, W(to, 1))
— {R o Dy, g0 (I)to}Mo (\Ij<t07 b)) ;

parce que ®;, : My — M est de Poisson.
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Annexe |. Presentation moderne (4)

Mais gy = g o 4, peut étre n’importe quelle fonction
differentiable sur M, et la derniere egalité s’écrit

— {Roq)toa gO}Mo (\Ij(t()a b)) .

i ) Ao800)),)

Mais ¢y pouvant étre quelconque, cette derniere equation
montre que pour tout b € M; (varieté des mouvements du
systeme de hamiltonien (@) + R), t — ¥(¢,b) est une courbe
intégrale, sur la variéte M, des mouvements du systeme de
hamiltonien @, du champ de vecteurs de hamiltonien
(dependant du temps)

(t,a) — R(t,®(t,a)), (t,a) €R x M.

C’est le résultat découvert par Lagrange vers 1808. |
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Annexe |l. Résolution pb de Kepler. 1. Equations

Soit P un point matériel de masse m, en mouvement dans
I'espace physique £ (espace affine euclidien de dimension 3,

. - - ., = :
d’espace vectoriel euclidien associé &), soumis au champ
gravitationnel créé par un centre attractif O. Posons

— = — — dr
r=0pP; r=|7|; p=m—-.

dt
La force 7 gui S’exerce sur P est

k etant la constante caractéerisant le champ attractif de O. Les
équations du mouvement sont

dr B o dp km7r
dt m = dt rs
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Annexe Il. Résolution pb de Kepler. 2. Moment cinétique

Pour resoudre ces équa-
tions nous suivrons la
methode la plus simple,
due au grand mathe-
maticien irlandais William
Rowan Hamilton (1805—
1865) [9].

Le moment cinétique de
P par rapport a O est

H
— =
L =7rxyp,

x etant le produit vecto-
riel.

Sir William Rowan Hamilton (1805—-1865)

&
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Annexe |l. Resolution pb de Kepler. 2. Moment cinétique (2)

On verifie aisément
H
dL
— =
dt
— . s -~
donc L est une intégrale premiere du mouvement.

Intéressons-nous d’abord au cas ou a I'instant initial 7 et " ne

L N e —
sont pas colinéaires, donc ou a l'instant initial L # 0. Comme L
reste constant, 7 et P ne sont jamais colinéaires.

Choisissons un triedre orthonorme, d’orientation positive,

d’origine O et de vecteurs unitaires e, ¢, et e,, tels que L soit
paralléle a l'axe e, et soit L sa composante sur cet axe :

—

L =Le, .
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Annexe |l. Résolution pb de Kepler. 2. Moment cinétique (3)

Les vecteurs 7 et p restent constamment paralléles au plan
zOy. En notant # 'angle polaire de 7, on a

vl :rcosﬁag%—rsineaj,
d do d do
ﬁ:m(d—ZCOSQ—T%SIIl@) —|—m(d—:sin9—|—r%(:os@> ey

L =mr—=g,.

dt
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Annexe Il. Résolution pb de Kepler. 3. Loi des aires

On a donc

do
27" — Constante .

dt

L =mr

C’est la seconde loi de Kepler, aussi appelée loi des aires, car

L . , : L
E est I'aire balayée par le segment de droite OP par unité de
m

temps, comptée positivement si 6 (dont la variation est
monotone) croit, et négativement s'’il décroit.
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Annexe Il. Résolution pb de Kepler. 4. Hodographe

La variation de I'angle polaire 6 étant monotone, on peut écrire

dp  dp dt = m%
d—g — d—lt? i —T<C0896x + sin e, ) .

Cette equation (qui ne contient plus r) est une equation
differentielle en 6 qui s’'integre aisément :

2
—  m7k L a— — —

p = T(—sm@ex + cosfe,) + ¢,

ou ¢ est la constante (vectorielle) d’intégration.
On choisira ¢, de maniére telle que

— =
c = cey,

c étant une constante de méme signe que L.
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Annexe |l. Resolution pb de Kepler. 4. Hodographe (2)

En prenant O pour origine tracons dans le plan xOy deux
vecteurs égaux, respectivement, a ¢ eta p. Lextrémité du
vecteur égal & p parcourt, lorsque ¢ varie, un cercle (ou un arc
de cercle) ayant pour centre I'extrémité du vecteur égal a ¢ et
pour rayon

R=—.
L]

Ce cercle (ou cet arc de cercle) est (au facteur multiplicatif m
ores) I'hodographe du probleme de Kepler. Pour faciliter le
angage, nous dirons dans la suite hodographe tout court au
leu de hodographe multiplie par m.
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Annexe |l. Résolution pb de Kepler. 5. Equation de 'orbite

-

H
Calculons L =7 x p :

2k
I = Le, =7 (m— + ¢ cos 0) e, . D’ou nous déduisons :

L2 A . ,
r — — OuU NOUsS avons pose
m2k + Lccos® 14 ecosf’ P
L? Le
m=k m=k

C’est I'équation polaire d’une conique d’excentricite ¢ et de
foyer O. Comme on a choisi ¢ de méme signe que L,on ac > 0.
C’est (dans le cas ou cette orbite est une ellipse) la premiere loi
de Kepler.
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Annexe |l. Resolution pb de Kepler. 6. L'énergie

L'énergie du point matériel P est

p>  mk

o

=5-———, avec p=|7p],

en convenant de prendre pour niveau zeéro de I'énergie,
I'énergie qu’aurait le point matériel P s’il était immobile et
iInfiniment éloigne de O.

En utilisant les équations du mouvement on verifie aisément

dE , . e .
gue = 0, donc que I'énergie E est une intégrale premiere.

Quelgques petits calculs permettent d’exprimer I'énergie £ au
moyende m, k, L ete :

m (e —1).

E —
212 |
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Annexe |l. Resolution pb de Kepler. 6. Lénergie (2)

Rappelons que 'hodographe du probeme de Kepler est un (arc
de) cercle dont le centre est a la distance |¢| du point O et dont
le rayon est R. Lenergie E s’exprime, en fonction de c et de R,
par
1
E—_— (2_R2
T )

La puissance (¢? — R?) du point O par rapport a 'hodographe,
est égale a 2mFE, ou E est I'énergie.
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Annexe Il. Résolution pb de Kepler. 7. Troisieme loi

Lorsque E < 0, l'orbite est une ellipse, le mouvement est
périodique. La loi des aires permet un calcul facile de la période
T puisque l'aire balayée par OP par unité de temps est

2 df L
2 dt 2m’
En intégrant sur une période on trouve

LT L, R .
L — aire intérieure a l'orbite.
2m

Le demi-grand axe a et le demi-petit axe b de 'orbite ont pour

expressions
A
a = 5, b=av1—g2,

1 —¢ |
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Annexe Il. Résolution pb de Kepler. 7. Troisiéme loi (suite)

On a donc
L|T . 2 21 — &2
—’2‘ = ma’\/1—¢2, dou T = ﬂma‘L’ .
m

Mais en tenant compte de L? = m?ka\/1 — 2, on obtient

T2:4—22a3.

C’est la troisieme loi de Kepler : le carré de la péeriode est
proportionnel au cube du demi-grand axe.

L'énergie E s’exprime tres simplement en fonction de « :

km
a
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