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Origines de la mecanique quantique

fVers la fin du XIXeme siecle, on pensait que I'eévolution desT
systemes physiques pouvait étre decrite dans le cadre de la
mecanique classique. Cependant, certains faits restaient
mal compris et allaient conduire a remettre en question
cette croyance.
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fVers la fin du XIXeme siecle, on pensait que I'eévolution desT
systemes physiques pouvait étre decrite dans le cadre de la
mecanigue classique. Cependant, certains faits restaient
mal compris et allaient conduire a remettre en question
cette croyance.

La non-invariance des equations de Maxwell par le groupe
de Galilée amenait a admettre I'existence de reperes
privilegiés, ceux dans lesquels I’hypothétique ether
(support des ondes électromagnétiques) est fixe; I'espace
absolu postulé par Newton, dont les mécaniciens avaient
eu tant de mal a se débarrasser, ressurgissait.

o -

De la mécanique classique a la mécanique quantique: — p. 2/<



Origines de la mecanique quantique

fVers la fin du XIXeme siecle, on pensait que I'eévolution desT
systemes physiques pouvait étre decrite dans le cadre de la
mecanigue classique. Cependant, certains faits restaient
mal compris et allaient conduire a remettre en question
cette croyance.

La non-invariance des equations de Maxwell par le groupe

de Galilée amenait a admettre I'existence de reperes

privilegiés, ceux dans lesquels I’hypothétique ether

(support des ondes électromagnétiques) est fixe; I'espace

absolu postulé par Newton, dont les mécaniciens avaient

eu tant de mal a se débarrasser, ressurgissait. Or le

mouvement de la Terre par rapport a I'éther n’a pas pu étre

mis en évidence experimentalement (A.A. Michelson et

E.W. Morley, vers 1880). Cela allait conduire a I'abandon du
Lconcept de temps absolu (Relativité, A. Einstein, 1905). J
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Origines de la mécanigue quantique (2

~ Dautre part, les principes de la mécanique statistique -
classique, appligués par Rayleigh au rayonnement du corps
noir (1900), conduisaient a une densité d’énergie infinie. En
laissant de cOté ces principes et en admettant que pour
chaque frequence v, la valeur de I'’énergie du rayonnement
de fréguence v ne pouvait étre gu’'un multiple entier de hv
(h étant une constante universelle aujourd’hui appelée
constante de Planck), M. Planck parvint a établir une
formule conduisant a une densité totale d’énergie finie, en
excellent accord avec I'expérience.

o -

De la mécanique classique a la mécanique quantique: — p. 3/<



Origines de la mécanigue quantique (2

~ Dautre part, les principes de la mécanique statistique -
classique, appligués par Rayleigh au rayonnement du corps
noir (1900), conduisaient a une densité d’énergie infinie. En
laissant de cOté ces principes et en admettant que pour
chaque frequence v, la valeur de I'’énergie du rayonnement
de fréguence v ne pouvait étre gu’'un multiple entier de hv
(h étant une constante universelle aujourd’hui appelée
constante de Planck), M. Planck parvint a établir une
formule conduisant a une densité totale d’énergie finie, en
excellent accord avec I'expérience.

La découverte de M. Planck a conduit a modifier la formule

empirigue donnant la chaleur spécifique des solides,

découverte par P.L. Dulong et A.T. Petit (1819), et d’obtenir

un bien meilleur accord avec I'expérience aux basses
Ltempératures (A. Einstein et P. Debye, 1906). J
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Origines de la mecanique quantique (3

- Autre succés de la découverte de M. Planck: A. Einstein
montre (1905) qu’elle fournit une explication satisfaisante

de I'effet photoélectrique, découvert en 1902 par

J.J. Thomson et P. Lenard.

o -

De la mécanique classique a la mécanique quantique: — p. 4/<



Origines de la mecanique quantique (3

- Autre succés de la découverte de M. Planck: A. Einstein
montre (1905) qu’elle fournit une explication satisfaisante
de I'effet photoélectrique, découvert en 1902 par
J.J. Thomson et P. Lenard.

En 1911, E. Rutherford decouvre expérimentalement la
structure de I'atome: un noyau doté d’'une charge électrique
positive, autour duguel gravitent des électrons charges
négativement (la découverte de I'électron, la mesure de sa
masse et de sa charge, sont dues a J.J. Thomson, 1897).
Mais pourquoi ces chargent en mouvement ne perdent pas
leur énergie en émettant un rayonnement? Et comment
expliquer les spectres d’emission des atomes?

o -
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- Autre succés de la découverte de M. Planck: A. Einstein
montre (1905) qu’elle fournit une explication satisfaisante
de I'effet photoélectrique, découvert en 1902 par
J.J. Thomson et P. Lenard.

En 1911, E. Rutherford decouvre expérimentalement la
structure de I'atome: un noyau doté d’'une charge électrique
positive, autour duguel gravitent des électrons charges
négativement (la découverte de I'électron, la mesure de sa
masse et de sa charge, sont dues a J.J. Thomson, 1897).
Mais pourquoi ces chargent en mouvement ne perdent pas
leur énergie en émettant un rayonnement? Et comment
expliquer les spectres d’emission des atomes?

En 1913, N. Bohr montre que l'idée, initialement due a
M. Planck, de “quantifier’” les echanges d’énergie, permet
Lde repondre a ces questions. J
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N. Bohr admet que dans I'atome d’hydrogene, I'électron T
gravite autour du noyau en étant soumis aux forces
électrostatique, selon les lois de la mécanique classique,

sans rayonner, en gardant une énergie constante. Il admet:

o -
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fN. Bohr admet que dans I'atome d’hydrogene, I'électron T
gravite autour du noyau en étant soumis aux forces
électrostatique, selon les lois de la mécanique classique,
sans rayonner, en gardant une énergie constante. Il admet:

— les seules orbites possibles sont celles correspondant a
une valeur du moment cinétique multiple entier de /(2x).
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fN. Bohr admet que dans I'atome d’hydrogene, I'électron T
gravite autour du noyau en étant soumis aux forces
électrostatique, selon les lois de la mécanique classique,
sans rayonner, en gardant une énergie constante. Il admet:

— les seules orbites possibles sont celles correspondant a
une valeur du moment cinétique multiple entier de /(2x).

— 'atome émet un rayonnement lorsque I'électron passe
d’une orbite ou son énergie est £ a une orbite ou cette
énergie est F»; le rayonnement est émis de maniere
discrete, sous forme d’'un “photon”, dont la frequence est

v = (B — Es)/h.

o -
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fN. Bohr admet que dans I'atome d’hydrogene, I'électron T
gravite autour du noyau en étant soumis aux forces
électrostatique, selon les lois de la mécanique classique,
sans rayonner, en gardant une énergie constante. Il admet:

— les seules orbites possibles sont celles correspondant a
une valeur du moment cinétique multiple entier de /(2x).

— 'atome émet un rayonnement lorsque I'électron passe
d’une orbite ou son énergie est £ a une orbite ou cette
énergie est F»; le rayonnement est émis de maniere
discrete, sous forme d’'un “photon”, dont la frequence est

v = (B — Es)/h.

Cela permet de rendre compte de maniere tres
satisfaisante du spectre de rayonnement de I’nydrogene, et
Ld’autres atomes plus complexes. J
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Principes de la mécanigue quantique

~ Malgré ces succes, I'emploi de “régles de quantification” et
de la mécanique classique restait peu satisfaisant.
W. Heisenberg et E. Schrddinger, indépendamment, ont en
1925 formulé deux théories quantiqgues plus systématiques,
en apparence différentes mais qui se sont revelées
équivalentes.

o -
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~ Malgré ces succes, I'emploi de “régles de quantification” et
de la mécanique classique restait peu satisfaisant.
W. Heisenberg et E. Schrddinger, indépendamment, ont en
1925 formulé deux théories quantiqgues plus systématiques,
en apparence différentes mais qui se sont revelées
équivalentes.

Sur cette base, grace aux efforts de ces deux savants, de
P. Dirac, J. von Neumann, N. Bohr, M. Born et d’autres, une
nouvelle Mécanique a été créée: la Mecanique quantique.

o -
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o .

Cette nouvelle Mécanique

— admet la Méecanique classigue comme cas limite, pour les
systemes de grande dimension et de grande masse,

o -
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Cette nouvelle Mécanique

— admet la Méecanique classigue comme cas limite, pour les
systemes de grande dimension et de grande masse,

— conduit a des regles de guantification précises, non
Imposeées a priori, mais conséquences de la théorie |,
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o .

Cette nouvelle Mécanique

— admet la Méecanique classigue comme cas limite, pour les
systemes de grande dimension et de grande masse,

— conduit a des regles de guantification précises, non
Imposeées a priori, mais conséquences de la théorie |,

— “explique” pourquoi la matiere et le rayonnement
électromagnétique peuvent se comporter tantot comme des
particules et tantot comme des ondes.
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o .

Cette nouvelle Mécanique

— admet la Méecanique classigue comme cas limite, pour les
systemes de grande dimension et de grande masse,

— conduit a des regles de guantification précises, non
Imposeées a priori, mais conséquences de la théorie |,

— “explique” pourquoi la matiere et le rayonnement
électromagnétique peuvent se comporter tantot comme des
particules et tantot comme des ondes.

La Mécanique quantique a permis d’expliquer de
nombreuses proprietés physiques jusgu’alors mysterieuses,
telles que, par exemple, les proprietes chimiques des
éléments, la formation des liaisons chimiques.

o -
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Principes de la mécanigue quantique (3

fEn Mecanique statistique classique, on utilise, pour T
representer un systeme, un espace des phases qui est une
varieté symplectigue. Un état du systeme est une mesure
de probabilité ;. sur I'espace des phases. Une observable
est une fonction f, a valeurs réelles, deéfinie sur I'espace
des phases. La valeur prise par I'observable f lorsque I'état
du systeme est ., est une variable aleatoire dont la loi de
probabilité est la mesure image f, .

o -
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fEn Mecanique statistique classique, on utilise, pour T
representer un systeme, un espace des phases qui est une
varieté symplectigue. Un état du systeme est une mesure
de probabilité ;. sur I'espace des phases. Une observable
est une fonction f, a valeurs réelles, deéfinie sur I'espace
des phases. La valeur prise par I'observable f lorsque I'état
du systeme est ., est une variable aleatoire dont la loi de
probabilité est la mesure image f, .

En Mécanique guantique, on utilise encore les notions

d’état et d’observable, et lorsque le systeme est dans un

état donné, la valeur prise par I'observable est encore une

variable aléatoire. Mais sa loi de probabilité n’est plus la

mesure image, par une fonction, définie sur un espace des

phases, représentant I'observabe, d’'une mesure
Lreprésentant 'état du systéme. J
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- .

En Mécanigue quantique, a un systeme physigue est
associé un espace de Hilbert complexe H.
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En Mécanigue quantique, a un systeme physigue est
associé un espace de Hilbert complexe H.

Un état pur du systeme est un sous-espace vectoriel de
dimension 1 de H; un représentant de cet état est un
élement non nul ¥ de ce sous-espace vectoriel, gqu'on peut
toujours choisir de norme 1.

o -
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En Mécanigue quantique, a un systeme physigue est
associé un espace de Hilbert complexe H.

Un état pur du systeme est un sous-espace vectoriel de
dimension 1 de H; un représentant de cet état est un
élement non nul ¥ de ce sous-espace vectoriel, gqu'on peut
toujours choisir de norme 1.

Une observable est un opérateur auto-adjoint A, pas
nécessairement borne, sur H.
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En Mécanigue quantique, a un systeme physigue est
associé un espace de Hilbert complexe H.

Un état pur du systeme est un sous-espace vectoriel de
dimension 1 de H; un représentant de cet état est un
élement non nul ¥ de ce sous-espace vectoriel, gqu'on peut
toujours choisir de norme 1.

Une observable est un opérateur auto-adjoint A, pas
nécessairement borne, sur H.

Le théoreme spectral permet d’associer a chague
opérateur auto-adjoint A sur H une mesure a valeurs

projections P4 sur la tribu de Borel de R qui associe, a
chaque partie borélienne E de R, un opérateur de

Lprojection dans H noté P} J
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- .

La probabilité pour que la mesure de I'observable A,
lorsque le systeme est dans I'état pur représente par le
vecteur unitaire ¥ de H, donne un resultat appartenant au
borélien FE de R, est

(PE(D) | 1),

ou (¢, V) — (®|¥) est la forme sesquilinéaire qui deéfinit la
structure hilbertienne de H.

o -
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La probabilité pour que la mesure de I'observable A, T
lorsque le systeme est dans I'état pur représente par le

vecteur unitaire ¥ de H, donne un resultat appartenant au
borélien FE de R, est

(PE(D) | 1),

ou (¢, V) — (®|¥) est la forme sesquilinéaire qui deéfinit la
structure hilbertienne de H.

L'évolution de I'état du systeme au cours du temps est

déeterminée par la donnée d’'un opérateur autoadjoint H, le
Hamiltonien du systeme.

o -
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fDans le schema de Schrddinger, I'élément de H qui T
represente I'etat du systeme, noté v,;, déepend du temps ¢,
tandis que les observables qui representent les diverses
propriétés physiques du systeme sont indépendants du
temps. On a

U, = exp(—itH) ¥y,

o -
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Dans le schéma de Schrodinger, I'élément de H qui
represente I'etat du systeme, noté v,;, déepend du temps ¢,
tandis que les observables qui representent les diverses
propriétés physiques du systeme sont indépendants du
temps. On a

U, = exp(—itH) ¥y,

et par suite ¢t — W, est solution de I'equation de Schrddinger

abstraite
dW,

— _iHU,.
dt HET

o -
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Dans le schéma de Heisenberg, I'état du systeme est
representé par un élément fixe ¥, de H, ne dépendant pas
du temps, tandis gque les observables correspondant aux
grandeurs physigues du systeme dépendent du temps. Si
Ap est I'opérateur autoadjoint représentant une grandeur
physique donnée a l'instant 0, 'opérateur qui représente
cette méme grandeur physigue a l'instant ¢ est

Ay = exp(—itH) o Ag o exp(itH),

o -
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Dans le schéma de Heisenberg, I'état du systeme est
representé par un élément fixe ¥, de H, ne dépendant pas
du temps, tandis gque les observables correspondant aux
grandeurs physigues du systeme dépendent du temps. Si
Ap est I'opérateur autoadjoint représentant une grandeur
physique donnée a l'instant 0, 'opérateur qui représente
cette méme grandeur physigue a l'instant ¢ est

Ap = exp(—itH) o Ay o exp(itH) ,
et t — A; est solution de I'equation differentielle

A,
dt

o -
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Quantification d’'un systeme classique

~ La Mécanique quantique n'est pas une théorie physique
autonome: elle s’appuie nécessairement sur la Mécanique
et I'electromagnétisme classiques, car elle ne fait que
fournir des previsons sur des resultats de mesures. Or
chaque mesure resulte d’'une interaction du systeme étudié
avec un appareil de mesure, dont le comportement est régi
par la Physique classigue.

o -
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Quantification d’'un systeme classique

~ La Mécanique quantique n'est pas une théorie physique
autonome: elle s’appuie nécessairement sur la Mécanique
et I'electromagnétisme classiques, car elle ne fait que
fournir des previsons sur des resultats de mesures. Or
chaque mesure resulte d’'une interaction du systeme étudié
avec un appareil de mesure, dont le comportement est régi
par la Physique classigue.

D’autre part, la description d’'un systeme classique au

moyen de la Mécanique classique doit étre une premiere

approximation d’'une description plus fine de ce méme

systeme au moyen de la Mécanigue quantiqgue. Comment

faire, lorsqu’on connait les eéquations qui regissent

I’évolution d’'un systeme dans le cadre de la Mécanique

classique, pour trouver les équations quantiques
Lcorrespondantes? C’est le probleme de la quantification. J
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Quantification d’'un systeme classique (:

~ Rappelons I'équation qui, dans le schéma de Heisenberg,
decrit I'évolution d’'une observable quantique en fonction du
temps:

A
% = —i|H, Ay = —i(Ho Ay — Ay o H).

o -
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Quantification d’'un systeme classique (:

~ Rappelons I'équation qui, dans le schéma de Heisenberg,
decrit I'évolution d’'une observable quantique en fonction du

temps:

dA;
dt
Cette équation ressemble beaucou

I’évolution d’'une observable classioc
hamiltonien, que nous allons rappe

= —i|H, Ay = —i(Ho Ay — Ay o H).

0 a celle qui régit
ue, pour un systeme

er.

-
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Quantification d’'un systeme classique (:

~ Rappelons I'équation qui, dans le schéma de Heisenberg,
decrit I'évolution d’'une observable quantique en fonction du

temps:

1A,

b = —i[H, A) = ~i(H o A, — A 0 H).

Cette équation ressemble beaucoup a celle qui regit
I’évolution d’'une observable classique, pour un systeme
hamiltonien, que nous allons rappeler.

Soit (M, w) une variété symplectique et £ € C°°(M,R) une
fonction, le hamiltonien classique (dont la signification
physique est I'énergie du systeme). Soit Xz le champ de
vecteurs hamiltonien associé a E, défini par

o i(Xp)w = —dE. o
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Quantification d’'un systeme classique (-

- Léquation différentielle déterminée par Xy, appelée -
équation de Hamilton, s’écrit
dp(t)
= Xp(o(t
ou, en coordonnées canoniques (z!,..., 2" p1,...,pn),

de*  OH dp; oH | .
— =7, t=—— l<i<n.
dt Opi dt oxt

o -
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Quantification d’'un systeme classique (

o .

Soit f € C*°(M,R) une observable classique. Si
t — p(t) = («(t), pi(t)) est une solution de I'équation de
Hamilton, on a

df (p(t)) [ 0f OE Of OF
dt - Z (33375 Op; B Op; @y’) (go(t)) :

1=1
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o .

Soit f € C*°(M,R) une observable classique. Si
t — p(t) = («(t), pi(t)) est une solution de I'équation de
Hamilton, on a

df (p(t)) [ 0f OE Of OF
dt - Z (f%i Op; B Op; (‘)xz) (go(t)) :

1=1

Cela s’écrit aussi, en utilisant le crochet de Poisson,

df(§t<t>) = {E, f}(p(1)) .
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o .

On peut mettre cette derniere équation sous une forme
encore plus voisine de celle de I'equation quantique en
faisant intervenir le flot reduit ®; du champ de vecteurs Xg.
On peut alors écrire

d(®; f)
dt

= O H{E, [} ={E, %[},

car &} F = F (I'énergie est une intégrale premiere de Xg),
et le tenseur de Poisson est aussi invariant par le flot ¢,

o -
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Quantification d’'un systeme classique (¢

o .

On peut mettre cette derniere équation sous une forme
encore plus voisine de celle de I'equation quantique en
faisant intervenir le flot reduit ®; du champ de vecteurs Xg.
On peut alors écrire

d(®; f)
dt

= O H{E, [} ={E, %[},

car &} F = F (I'énergie est une intégrale premiere de Xg),
et le tenseur de Poisson est aussi invariant par le flot ¢,

a comparer a I'équation guantigue

A
% — i[H, A = —i(H oAy — Ao H).

o -
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Quantification d’'un systeme classique (¢

fCette comparaison conduit a penser que la quantification T
d’'un systeme classique devrait permettre d’associer, a un
systeme hamiltonien classique (M, w, F), un espace de
Hilbert complexe H, et d’associer a chaque observable
classique f € C*°(M,R), une observable quantique,
c’est-a-dire un opérateur autoadjoint F' sur H, de maniere
telle que I'application f — F' soit un homomorphisme de
I'algebre de Lie C*°(M,R) (munie du crochet de Poisson)
dans une algebre de Lie d’opérateurs autoadjoints sur H
(avec, pour loi de composition, le produit du commutateur
par une constante imaginaire pure convenablement choisie.

o -
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Quantification d’'un systeme classique (¢

fCette comparaison conduit a penser que la quantification T
d’'un systeme classique devrait permettre d’associer, a un
systeme hamiltonien classique (M, w, F), un espace de
Hilbert complexe H, et d’associer a chaque observable
classique f € C*°(M,R), une observable quantique,
c’est-a-dire un opérateur autoadjoint F' sur H, de maniere
telle que I'application f — F' soit un homomorphisme de
I'algebre de Lie C*°(M,R) (munie du crochet de Poisson)
dans une algebre de Lie d’opérateurs autoadjoints sur H
(avec, pour loi de composition, le produit du commutateur
par une constante imaginaire pure convenablement choisie.

En fait, la loi de composition de 'algebre de Lie des
observables quantiques est (avec A = h/(2)):

L (A,B)H{A,B}:%(AOB—BOA). J
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La quantification canonique formelle

fLe procede de guantification traditionnellement employé estT
la quantification canonique formelle. Il sapplique aux
systemes hamiltoniens classiques de N particules
ponctuelles, de masses m;, dont I'énergie potentielle V' ne
dépend que des positions de ces particules. On notera z*
(avec 1 <i < n = 3N) les coordonnées de ces particules
dans un repere cartésien orthonorme, et on posera

dx’
Pi = mz% )

m; désignant la masse de la particule .

o -
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La quantification canonique formelle

fLe procede de guantification traditionnellement employé estT
la quantification canonique formelle. Il sapplique aux
systemes hamiltoniens classiques de N particules
ponctuelles, de masses m;, dont I'énergie potentielle V' ne
dépend que des positions de ces particules. On notera z*
(avec 1 <i < n = 3N) les coordonnées de ces particules
dans un repere cartésien orthonorme, et on posera

dx’
Pi = mz% )

m; désignant la masse de la particule i. Lénergie du
systeme est

1”ﬁ

L E:§i:1mi+‘/(aj1,...,xn). J
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La quantification canonique formelle (2)

-

On prend pour espace de Hilbert H I'espace L*(R") des
(classes de) fonctions de carré intégrable des n variables

2%, ..., 2" On associe aux observables classiques z* et p;
les opérateurs

11+ , multiplication par la coordonnée 2",

et

o -
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La quantification canonigque formelle (3)

- .

L'énergie quantique, encore notéee £ comme l'énergie
classique, s’obtient en remplacant dans celle-ci les p; par
les opérateurs quantiques correspondants et en
considérant V(z!,...,2™) comme opérateur de
multiplication par V(z!,...,2™). On adonc, si ¥ € L*(R")
appartient au domaine de définition de I'opérateur E,

R CL 1 020
BW) = - 0 VU

2 M i
i1 jox

o -

De la mécanique classique a la mécanique quantique: — p. 21/2



La quantification canonigque formelle (3)

- .

L'énergie quantique, encore notéee £ comme l'énergie
classique, s’obtient en remplacant dans celle-ci les p; par
les opérateurs quantiques correspondants et en
considérant V(z!,...,2™) comme opérateur de
multiplication par V(z!,...,2™). On adonc, si ¥ € L*(R")
appartient au domaine de définition de I'opérateur E,

R CL 1 020
BW) = - 0 VU

2 M i
i1 jox

Le hamiltonien quantique H est lié a I'’énergie quantiqgue £
par la relation tres simple

L E=hH. J
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La quantification canonique formelle (4)

fLes applications de la quantification canonigue formelle a T
des systemes physigues ont conduit a de nhombreux
succes. Cependant, on peut se poser, a propos de ce
procede, diverses questions. Par exemple:

o -
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La quantification canonique formelle (4)

fLes applications de la quantification canonigue formelle a T
des systemes physigues ont conduit a de nhombreux
succes. Cependant, on peut se poser, a propos de ce
procede, diverses questions. Par exemple:

Pourguoi employer des coordonnées cartésiennes
orthonormees, plutét que des coordonnéess curvilignes
plus générales? Peut-on mettre le procédé de quantification
canonigque formelle sous une forme plus intrinseque?

o -
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La quantification canonique formelle (4)

fLes applications de la quantification canonigue formelle a T
des systemes physigues ont conduit a de nhombreux
succes. Cependant, on peut se poser, a propos de ce
procede, diverses questions. Par exemple:

Pourguoi employer des coordonnées cartésiennes
orthonormees, plutét que des coordonnéess curvilignes
plus générales? Peut-on mettre le procédé de quantification
canonigque formelle sous une forme plus intrinseque?

Comment trouver I'expression de I'énergie quantique dans
des cas plus généraux, par exemple lorsque I'energie

classique comporte des termes de la forme p; 2!? Si I'on
transforme ces termes en remplacant p; par I'opérateur P,

et ¢ par 'opérateur de multiplication par z*, dans quel ordre
Ldoit-on placer ces deux opéerateurs, qui ne commutent pas’?J
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La quantification geomeétrique

fLa théorie de la quantification geometrique (qui a ete T
developpee principalement par B. Kostant et J.-M. Souriau,
pour des motivations autant mathématiques que physiques)
tente de réepondre a ces questions. On distingue en général
deux étapes.

o -
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La quantification geomeétrique

fLa théorie de la quantification geometrique (qui a ete T
developpee principalement par B. Kostant et J.-M. Souriau,
pour des motivations autant mathématiques que physiques)
tente de réepondre a ces questions. On distingue en général
deux étapes.

Premiere etape: la préquantification. Cette etape permet,
étant donné une variéte symplectique (M, w) verifiant
certaines conditions, dite prequantifiable, d’associer a
chaque fonction différentiable sur M un opérateur sur
I'espace des sections d’'un certain espace fibré ayant pour
base M. Cette correspondance est un homomorphisme
d’algebres de Lie.

o -
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La quantification geomeétrique

fLa théorie de la quantification geometrique (qui a ete T
developpee principalement par B. Kostant et J.-M. Souriau,
pour des motivations autant mathématiques que physiques)
tente de réepondre a ces questions. On distingue en général
deux étapes.

Premiere etape: la préquantification. Cette etape permet,
étant donné une variéte symplectique (M, w) verifiant
certaines conditions, dite prequantifiable, d’associer a
chaque fonction différentiable sur M un opérateur sur
I'espace des sections d’'un certain espace fibré ayant pour
base M. Cette correspondance est un homomorphisme
d’algebres de Lie.

Deuxieme étape: la quantification. A partir de I'espace des
sections de I'espace fibre précédent, on construit I'espace
Lde Hilbert utilisé en Mécanique quantique. J
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La prequantification

Soit (M, w) une variété symplectique. La préquantification
de cette variete est présentée, par B. Kostant et
J.-M. Souriau, de deux manieres Iégerement différentes,

mais équivalentes.

o -
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La prequantification

fSon ) une varieté symplectique. La préquantification T
de cette varlete est présenteée, par B. Kostant et
J.-M. Souriau, de deux manieres Iégerement différentes,
mais équivalentes.

B. Kostant étudie I'existence d’un fibre en droites
complexes = : L — M de base M, muni d’'une structure
hermitienne H : (u,v) — H(u,v) = (u|v) et d’'une connexion
pour laquelle cette structure hermitienne est invariante,
dont la courbure est égale a w.

o -
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La prequantification

~ Soit (M,w) une variété symplectique. La préquantification
de cette varlete est présentée, par B. Kostant et
J.-M. Souriau, de deux manieres Iégerement différentes,

mais équivalentes.

B. Kostant étudie I'existence d’un fibre en droites
complexes = : L — M de base M, muni d’'une structure
hermitienne H : (u,v) — H(u,v) = (u|v) et d’'une connexion
pour laquelle cette structure hermitienne est invariante,
dont la courbure est égale a w.

J.-M. Souriau étudie I'existence d’un fibré en cercles
w:U — M, de base M, et d'une 1-forme de contact a sur U

telle que da = w*w.

o -
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La prequantification

fSon ) une varieté symplectique. La préquantification T
de cette varlete est présenteée, par B. Kostant et
J.-M. Souriau, de deux manieres Iégerement différentes,
mais équivalentes.

B. Kostant étudie I'existence d’un fibre en droites
complexes = : L — M de base M, muni d’'une structure
hermitienne H : (u,v) — H(u,v) = (u|v) et d’'une connexion
pour laquelle cette structure hermitienne est invariante,
dont la courbure est égale a w.

J.-M. Souriau étudie I'existence d’un fibré en cercles
w:U — M, de base M, et d'une 1-forme de contact a sur U
telle que da = w*w.

Ces deux problémes sont équivalents, le fibré en cercles U
s’identifiant a 'ensemble des elements « de L tels que
L<uyu> = 1, et la forme de contact « a la forme de connexion. J
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La prequantification (2)

-

La forme de connexion est une 1-forme «, définie sur L* =
complémentaire dans L de la section nulle, invariante par
I'action de C* = C — {0} par multiplication, et vérifiant, pour
tout isomorphisme ¢ de C* sur une fibre de L*:

=

. 1 dz
o X = —— —.
2T 2

o -
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La prequantification (2)
- o

La forme de connexion est une 1-forme «, définie sur L* =
complémentaire dans L de la section nulle, invariante par
I'action de C* = C — {0} par multiplication, et vérifiant, pour
tout isomorphisme ¢ de C* sur une fibre de L*:

. 1 dz
o X = —— —.
2T 2

B. Kostant et J.-M. Souriau montrent que le probleme gu’ils
étudient (existence d’un fibré en droites complexes, ou d'un
fibré en cercles, vérifiant les proprietés indiquees) a une
solution si et seulement si la classe de conomologie de la
forme symplectique w est entiere (ce théoreme est parfois
aussi attribué a A. Weill).

o -
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La préquantification (3)

- Lorsque c'est le cas, ils montrent que I'ensemble des -
classes d’'isomorphisme de fibrés solutions du probleme est

un espace homogene principal du groupe ﬁl(M) (groupe
des caracteres du groupe fondamental I1;(M1)).

o -
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La préquantification (3)

fLorsque c’est le cas, ils montrent que I'ensemble des T
classes d’'isomorphisme de fibrés solutions du probleme est
un espace homogene principal du groupe ﬁl(M) (groupe
des caracteres du groupe fondamental I1;(M1)).

Une fois choisi un fibre en droites complexes n : L — M
ayant les propriétés voulues, on peut associer, a chaque
fonction f € C°°(M,R), un opérateur §( f) agissant sur
I'espace des sections differentiables de ce fibre, selon la
formule

0(f)s =Vx,s —2mifs,

ou X est le champ de vecteurs hamiltonien sur M associe

a f, et V I'opérateur de dérivation covariante de la
connexion.

o -
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La prequantification (4)
- o

Lopérateur §(f) peut aussi étre considéré comme un
champ de vecteurs sur le fibré L* (ou, dans le formalisme
de J.-M. Souriau, sur le fibré en cercles U), projetable sur
M et ayant X pour projection. Dans le formalisme de
Souriau, c’est le champ hamiltonien associé a @* f sur la
varieté de contact (U, «).

o -
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La prequantification (4)

- .

Lopérateur §(f) peut aussi étre considéré comme un
champ de vecteurs sur le fibré L* (ou, dans le formalisme
de J.-M. Souriau, sur le fibré en cercles U), projetable sur
M et ayant X pour projection. Dans le formalisme de
Souriau, c’est le champ hamiltonien associé a @* f sur la
varieté de contact (U, «).

Lapplication ¢ : f — 6(f) est un homomorphisme de
I'algebre de Lie C*°(M,R) (munie du crochet de Poisson)
dans une algebre de Lie d’'opérateurs sur I'espace des
sections difféerentiables de L, avec le commutateur pour loi
de composition:

0({f.9}) = d(f) 0 d(g) —d(g) 0 6(f).

o -
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La préquantification (5)

- On peut munir l'espace des sections différentiables et a
support compact du fibré L d’'une structure préhilbertienne,
et considérer I'espace de Hilbert obtenu en le complétant.

o -
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La préquantification (5)

- On peut munir l'espace des sections différentiables et a
support compact du fibré L d’'une structure préhilbertienne,
et considérer I'espace de Hilbert obtenu en le complétant.

En prolongeant (lorsque c’est possible) les opérateurs §( f)
en operateurs anti-adjoints sur cet espace de Hilbert, et en
multipliant les opérateurs obtenus par une constante
Imaginaire pure (pour transformer les opérateurs
anti-adjoints en opérateurs autoadjoints), on obtient un
homomorphisme d’une sous-algebre de Lie de C*°(M, R)
dans une algebre de Lie d’opérateurs autoadjoints sur un
espace de Hilbert.

o -

De la mécanique classique a la mécanique quantique: — p. 28/:



La préquantification (5)

- On peut munir l'espace des sections différentiables et a
support compact du fibré L d’'une structure préhilbertienne,
et considérer I'espace de Hilbert obtenu en le complétant.

En prolongeant (lorsque c’est possible) les opérateurs §( f)
en operateurs anti-adjoints sur cet espace de Hilbert, et en
multipliant les opérateurs obtenus par une constante
Imaginaire pure (pour transformer les opérateurs
anti-adjoints en opérateurs autoadjoints), on obtient un
homomorphisme d’une sous-algebre de Lie de C*°(M, R)
dans une algebre de Lie d’opérateurs autoadjoints sur un
espace de Hilbert.

Appliquée a la variété des mouvements de certains

systemes hamiltoniens, la préquantification explique, par

exemple, le caractere discret de 'ensemble des valeurs de
Ll’énergie pour des systemes tels que I'atome d’hydrogene. J
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La préquantification (6)
| o

Pourtant, la prequantification n’est qu'une premiere etape.
Appliguée a la variété symplectique R?*" (coordonnées
' .2, p1, ..., py), munie de la forme symplectique

usuelle 2?21 dp; A dz?, la préquantification conduit a utiliser
L*(R?™) comme espace de Hilbert, et a associer

N y 7 . a )
—a z’ 'opérateur ih— + 2/,
apj

N D ., 0
— a p; 'opérateur —zh@.

o -

De la mécanique classique a la mécanique quantique: — p. 29/:



La préquantification (6)

-

Pourtant, la prequantification n’est qu'une premiere etape.
Appliguée a la variété symplectique R?*" (coordonnées
' .2, p1, ..., py), munie de la forme symplectique

usuelle 2?21 dp; A dz?, la préquantification conduit a utiliser
L*(R?™) comme espace de Hilbert, et a associer

=

— a 2’ 'opérateur zhi + a7,
(9]9]'
—a p; 'opérat r—'hi
a p; 'opérateur —i 57
Cela ne correspond pas a ce que donne la quantification
canonique formelle, dans laquelle I'espace de Hilbert est
L*(R™). La représentation obtenue au moyen de la
préquantification n’est pas irréductible.

. -
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La quantification

fLa seconde étape a pour but de construire, a partir du fibréT
préquantique et de ’lhomomorphisme d’algebres de Lie
f —0(f), un sous-espace de I'espace des sections du fibré
L permettant d’obtenir une représentation irréductible d’une
sous-algebre de I'algebre de Lie C*°(M,R).

o -
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La quantification

fLa seconde étape a pour but de construire, a partir du fibréT
préquantique et de ’lhomomorphisme d’algebres de Lie
f —0(f), un sous-espace de I'espace des sections du fibré
L permettant d’obtenir une représentation irréductible d’une
sous-algebre de I'algebre de Lie C*°(M,R).

On utilise pour cela une polarisation de la variéte

symplectique (M, w), c’est-a-dire un feuilletage de M dont

les feuilles sont des sous-varietés lagrangiennes. Dans les

cas les plus favorables, les feuilles de cette polarisation

sont simplement connexes, leur ensemble est une varieté

différentiable N et la projection de M sur N est une

submersion. On ne considere plus que les sections de L

gui sont covariantes constantes le long des feuilles de la

polarisation, et on montre gu’elles s’identifient aux sections
Ld’un fibré réduit, de base N. J
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La quantification (2)

fSi une fonction f € C*°(M,R) est telle que 6(f), considéré
comme champ de vecteurs sur L*, laisse, par son flot, la
polarisation invariante, on peut considerer §(f) comme
opérant sur I'espace des sections du fibré réduit de base V.

o -
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La quantification (2)

fSi une fonction f € C*°(M,R) est telle que 6(f), considéré
comme champ de vecteurs sur L*, laisse, par son flot, la
polarisation invariante, on peut considerer §(f) comme
opérant sur I'espace des sections du fibré réduit de base V.

En utilisant des demi-densités, on peut construire, a partir
de I'espace des sections différentiables a support compact
du fibre réduit de base N, un espace préhilbertien. En
complétant cet espace on obtient une representation d’'une
sous-algebre de l'algebre de Lie C*°(M,R) dans cet espace
de Hilbert. Il reste a s’assurer que cette représentation est
irréductible.

o -
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La quantification (2)

fSi une fonction f € C*°(M,R) est telle que 6(f), considéré
comme champ de vecteurs sur L*, laisse, par son flot, la
polarisation invariante, on peut considerer §(f) comme
opérant sur I'espace des sections du fibré réduit de base V.

En utilisant des demi-densités, on peut construire, a partir
de I'espace des sections différentiables a support compact
du fibre réduit de base N, un espace préhilbertien. En
complétant cet espace on obtient une representation d’'une
sous-algebre de l'algebre de Lie C*°(M,R) dans cet espace
de Hilbert. Il reste a s’assurer que cette représentation est
irréductible.

Appliquée a R?" avec la polarisation verticale, cette
methode permet de retrouver les formules données par la
guantification canonigue formelle pour les opérateurs

~ correspondant aux =/ et p;. o
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La quantification (3)
| o

Malheureusement, les fonctions f telles que 4(f) soit
compatible avec la polarisation verticale sont les
polynomes de degré au plus 1 en les p;, a coefficients

fonctions de z', ..., 2. La plupart des hamiltoniens usuels
sont quadratiques en les p;, donc ne peuvent pas étre

guantifiés par ce procede!

o -
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La quantification (3)

-

Malheureusement, les fonctions f telles que §(f) soit
compatible avec la polarisation verticale sont les
polynomes de degré au plus 1 en les p;, a coefficients

fonctions de z', ..., z". La plupart des hamiltoniens usuels
sont quadratiques en les p;, donc ne peuvent pas étre
guantifiés par ce procede!

On est donc conduit a transporter la polarisation au moyen
du flot des champs de vecteurs §(f). Ce qui conduit a
devoir définir des isomorphismes entre les espaces de
Hilbert construits avec deux polarisations differentes. On
doit encore remplacer les demi-densités par des
demi-formes, afin de gérer les singularites qui apparaissent
lorsque les deux polarisations considérees ne sont pas

Ltransverses . J
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