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Résumé. — Nous présentons, parallélement & la preuve due & William
Rowan Hamilton, une preuve du théoréme de Malus-Dupin de I'optique
géométrique basée sur la structure symplectique de ’ensemble des droites
orientées d’un espace affine euclidien.

Abstract. — We present, in parallel with the proof due to to William
Rowan Hamilton, a proof of Malus-Dupin’s theorem in Geometrical Op-
tics founded on the symplectic structure of the set of all oriented straight
lines in an Euclidean affine space.

1. Introduction

Les travaux sur la variation lente des éléments orbitaux des planétes,
effectués de 1808 a 1810 par Joseph Louis Lagrange (1736-1813) et Si-
méon Denis Poisson (1781-1840), sont une des principales sources de la
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géométrie symplectique. Une autre source, aussi importante mais peut-
étre moins connue, se trouve dans les travaux sur I’Optique de Pierre de
Fermat (1601-1665), Christian Huygens (1629-1695), Etienne-Louis Ma-
lus (1775-1812), Charles Francois Dupin (1784-1873) et William Rowan
Hamilton (1805-1865). Je parlerai surtout, dans ce qui suit, du théo-
réme de Malus-Dupin de ’Optique géométrique. Selon ce théoréme, une
famille de rayons lumineux dépendant différentiablement de deux para-
meétres qui, & l'entrée dans un systéme optique, posséde une propriété
(définie plus loin) appelée rectangularité, posséde encore cette propriété
a sa sortie du systéme. Le systéme optique considéré peut comporter un
nombre quelconque de milieux transparents homogénes et isotropes d’in-
dices de réfraction différents séparés par des surfaces réfractantes ainsi
que des surfaces réfléchissantes, ces surfaces étant différentiables, mais
pouvant étre de formes quelconques.

En Optique géométrique, un rayons lumineur dans un milieu homo-
géne et isotrope est assimilé a un segment de droite orientée de 1’espace
physique &, assimilé lui-méme, une fois choisie une unité de longueur,
a un espace affine euclidien de dimension 3. L’ensemble de toutes les
droites orientées de &£ sera noté L. Nous verrons plus loin que £ pos-
séde une structure de variété symplectique de dimension 4. Les réflexions
sur un miroir (assimilé & une surface lisse, c’est-a-dire différentiable de
classe C™) ou les réfractions a travers une surface lisse séparant deux
milieux d’indices de réfraction différents, peuvent étre considérés comme
des transformations de L, c’est-a-dire des applications d’un ouvert de L
sur un autre ouvert de cette variété, associant a la droite orientée qui
porte le rayon incident la droite orientée qui porte le rayon réfléchi ou
réfracté correspondant.

1.1. D¢éfinition. — Une famille de rayons dépendant différentiablement
de n parametres (1 < n < 4) est une sous-variété immergée (pas nécessai-
rement plongée) F de dimension n de L. Pour alléger nous dirons famille
de rayons a n parameétres, la différentiabilité étant sous-entendue.

1.2. Définition. — Un point régulier d’'un rayon Ry d’une famille F
de rayons a 2 paramétres est un point my de Ry ayant la propriété
suivante : pour toute surface différentiable S de I'espace £ passant par my
et transverse en ce point au rayon Ry, il existe un voisinage ouvert U de
Ry dans F et un voisinage ouvert V' de mg dans S, tels que chaque rayon
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R € U rencontre V en un point unique m et que 'application R — m
soit un diffeomorphisme de U sur V.

1.3. Définition. — Une famille de rayons a 2 paramétres est dite rec-
tangulaire lorsque chaque point régulier d’un rayon de cette famille ap-
partient & un petit morceau de surface différentiable traversé orthogo-
nalement par ce rayon et par tous les rayons d'un voisinage, dans cette
famille, du rayon considéré.

Je peux donner maintenant un énoncé formel précis du théoréme de
Malus-Dupin.

1.4. Théoréeme (de Malus-Dupin). — Une famille rectangulaire de
rayons lumineur qui entre dans un systéme optique comportant un
nombre quelconque de surfaces lisses réfléchissantes ou réfractantes,
reste rectangulaire tout au long de sa propagation, dans chacun des
milieux transparents homogenes et isolropes qu’elle traverse.

1.5. Commentaires. — La régularité d’un point sur un rayon d’une
famille F a 2 paramétres, et la rectangularité de cette famille, sont des
propriétés locales. Il est facile de voir que si un point mg d’un rayon
Ry € F est régulier, il existe un voisinage ouvert U de Ry dans F et un
voisinage ouvert W de mg dans £ (non plus dans S!) tels que chaque
rayon élément de U rencontre W, que chaque point de W soit situé sur
un rayon élément de U unique et soit régulier sur ce rayon. A chaque
point m € W, associons le plan orthogonal au rayon R € U qui passe
par m. Nous définissons ainsi une distribution de rang 2 sur 'ouvert
W. La rectangularité de la famille F au voisinage du rayon R, équivaut
a la complete intégrabilité de cette distribution (|14] définition 5.2 p.
130), c’est-a-~dire a l'existence d’une décomposition (appelée feuilletage)
de W en surfaces immergées tangentes, en chacun de leurs points, au
plan orthogonal au rayon élément de U passant par ce point.

Les familles de rayons a 2 parameétres rencontrées en pratique sont
souvent telles qu’il existe une partie de 'espace physique £ dans laquelle
plusieurs nappes de la famille de rayons considérée se superposent. Les
points non réguliers d’une famille de rayons & 2 paramétres forment les
surfaces caustiques de la famille. Elles ont été étudiées par Hamilton dés
1824, alors qu’il n’avait que 19 ans [5] V).

1. L’existence de points réguliers sur chaque rayon d’une telle famille est implici-
tement admise par Hamilton. Je ne donnerai pas la preuve de ce fait et n’aborderai
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1.6. Exzemples. — Dans un milieu transparent homogeéne et isotrope,
la famille de rayons issus d’un point lumineux est rectangulaire, car les
sphéres centrées sur le point lumineux sont orthogonales a tous les rayons.
Il en est de méme de la famille de rayons émis par une surface lumineuse
différentiable dont chaque point émet un seul rayon dans la direction
orthogonale a la surface lumineuse.

Soient Dy et Dy deux droites orthogonales de 'espace £ ne se rencon-
trant pas, et F I'ensemble de toutes les droites qui rencontrent & la fois
D, et D5 orientées dans le sens allant de D; vers D,. Un calcul facile
utilisant le théoréme de Frobenius (|14] théoréme 5.2 p. 134) montre que
F n’est pas rectangulaire.

Aprés une bréve présentation du contexte historique, je présenterai les
grandes lignes de la preuve du théoréme de Malus-Dupin due & Hamilton,
puis je donnerai une autre preuve de ce théoréme basée sur la géométrie
symplectique.

2. Contexte historique

Etienne Louis Malus de Mitry (1775-1812) est un militaire, mathéma-
ticien et physicien francais qui a étudié les propriétés géométriques des
familles de droites orientées de ’espace, en vue d’applications aux rayons
lumineux. Il perfectionna la théorie ondulatoire de la lumiére de Christian
Huygens (1629-1695), découvrit et étudia les phénoménes de polarisation
de la lumiére et de biréfringence. 1l participa a la désastreuse campagne
de Napoléon en Egypte (1798-1801). Il y contracta une terrible maladie,
la peste, et en guérit miraculeusement. Il devint directeur des études a
I’Ecole Polytechnique en 1811. Affaibli par les maladies contractées en
Egypte, il succomba & la tuberculose en 1812. Son journal, écrit durant la
campagne d’Egypte, publié¢ en 1892 [12], peut étre téléchargé sur Gallica,
le site internet de la Bibliothéque Nationale.

Malus prouva [10] que la famille de rayons émise par une source lumi-
neuse ponctuelle (qui est rectangulaire) reste rectangulaire aprés réflexion
sur un miroir lisse ou réfraction a travers une surface lisse séparant deux

pas I’étude des caustiques. Les lecteurs intéressés par ces questions délicates relevant
de la théorie des singularités pourront consulter [1], chapitre 9, paragraphe 46, pages
248-258 et appendice 11, pages 438-439. Ils trouveront dans cet ouvrage et dans [4]
(Introduction, pp. 1-150) des applications de la géométrie symplectique a 'optique
géométrique bien plus élaborées que celles présentées ici.
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milieux transparents d’indices de réfraction différents. Mais il doutait que
cette propriété soit encore vraie pour plusieurs réflexions ou réfractions
successives [11] @), Ses travaux sur les familles de droites orientées ont
été plus tard utilisés et considérablement améliorés par Hamilton [5, 6].

Charles Frangois Dupin (1784-1873) est un ingénieur du génie mari-
time et mathématicien francais. Son nom est attaché a plusieurs objets
mathématiques : les cyclides de Dupin, de remarquables surfaces qu’il
découvrit alors qu'il était encore éléve de Gaspard Monge (1746-1818) a
I’'Ecole Polytechnique, I'indicatrice de Dupin qui renseigne sur la forme
d’une surface au voisinage d’un point ). Tl passa plusieurs années & Cor-
fou pour y rénover I'arsenal, tout en participant a la fondation puis aux
travaux de I’Académie ionienne. Professeur au Conservatoire des Arts et
Meétiers, il consacra beaucoup d’efforts a I’éducation populaire. C’était
un homme aux idées trés avancées, méme pour notre époque : il souhai-
tait qu’une bonne instruction soit donnée aux filles comme aux garcons
et croyait aux effets bénéfiques, pour la société, d’une élévation générale
du niveau d’éducation. Il donna une preuve géométrique tres simple du
théoréme de Malus-Dupin pour les réflexions [3] et savait que ce théo-
réme est vrai aussi pour les réfractions, mais n’a pas publié de preuve de
ce résultat.

D’aprés [2], Adolphe Quetelet (1796-1874) et Joseph Diaz Gergonne
(1771-1859) ont donné en 1825 une preuve du théoréme de Malus-Dupin
a la fois pour les réflexions et les réfractions. Indépendamment, le grand
mathématicien irlandais William Rowan Hamilton (1805-1865) a lui aussi
donné, un peu plus tard, une preuve compléte de ce théoréme [6]. Il
cite Malus mais pas Dupin, ni Quetelet, ni Gergonne, ce qui explique
peut-étre pourquoi le théoréme de Malus-Dupin, ainsi nommé dans les
cours francais d’optique, est plus souvent appelé théoréme de Malus a
I’étranger.

2. Voici une belle illustration du fameux théoréme d’Arnold : lorsqu’un théoréme
ou un objet mathématique porte le nom d’une personne, cette personne n’est pas celle
qui a prouvé ce théoréme ou créé cet objet. Arnold ajoutait avec humour : bien sir,
mon théoréme s’applique o lui-méme !

3. Je ne pense pas que le théoréme d’Arnold mentionné dans la note de bas de
page précédente s’applique & ces objets, qui sont bien & lui.
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3. La démonstration de Hamilton

Je vais dans ce paragraphe présenter la preuve du théoréme de Malus-
Dupin donnée par Hamilton ([6]), d’abord pour une réflexion, puis pour
une réfraction. Tout en respectant scrupuleusement les idées de Hamilton,
j’utiliserai pour expliquer les deux variantes de cette preuve les notations
vectorielles aujourd’hui familiéres aux mathématiciens et aux physiciens.
De plus, j’illustrerai ses raisonnements par des figures, alors que les
mémoires publiés par Hamilton n’en comportent aucune (4.

3.1. Cas d’une réflexion. — Considérons un rayon lumineux L; qui
rencontre transversalement un miroir différentiable M du coté réfléchis-
sant en un point P, et soit Ly le rayon réfléchi correspondant. Notons Uy
et 72 les vecteurs unitaires directeurs de L, et de Lo, et 7 le vecteur
unitaire normal au miroir M au point d’incidence P. Soit M; un point de
Ly, My un point de Ly et O un point fixé quelconque de & (figure 1). Nous
supposerons que lorsque le rayon L; est affecté par une variation infinité-
simale (qui entraine bien str des variations infinitésimales parfaitement
déterminées du point d’incidence P et du rayon réflechi Ls) les points
M; et M, sont eux aussi affectés par des variations infinitésimales (qui
ne sont pas déterminées de maniére unique) telles qu’ils restent toujours,
respectivement, sur L, et sur Lo. Pour alléger I’écriture nous noterons

]\7;, ]\7; et ? les vecteurs 5]\2, 5]\—4_; et O? Les lois de la réflexion
montrent que les vecteurs Uy — Wy et 7 sont colindaires tandis que
pour toute variation infinitésimale de Lq, la variation infinitésimale d

du point d’incidence est tangente au miroir M, donc orthogonale a .

Par suite
(72—71)(31?:0, (*)

ol le point - désigne le produit scalaire. Posons

— —_ —
MLP =, - M,P, PM, =1y PM,.

4. Les éditeurs des (Euvres mathématiques de Hamilton attribuent I’absence de
figure & 'influence de Lagrange, qui déclare fierement dans la préface de son célébre
traité [7] : « On ne trouvera point de figure dans cet Ouvrage. Les méthodes que
j’y expose ne demandent ni constructions, ni raisonnements géométriques ou mécha-
niques, mais seulement des opérations algébriques, assujetties & une marche réguliére
et uniforme. Ceux qui aiment 1’Analyse, verront avec plaisir la Méchanique en devenir
une nouvelle branche, et me sauront gré d’en avoir étendu ainsi le domaine ».
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FIGURE 1. Une réflexion

Un calcul facile montre que pour toute variation infinitésimale du rayon
incident L,

72dﬁ2—71dﬁ1:d(M1P+PM2) (**)

Hamilton considére une famille & 2 paramétres rectangulaire F de rayons
dont chaque élément rencontre le miroir M transversalement. Puisque
F est rectangulaire, Hamilton peut sur chaque rayon L; € F choisir
le point M; sur une petite surface traversée orthogonalement par les
rayons éléments de F qui la rencontrent. Par suite 71 -dM; = 0. 11
choisit, sur chaque rayon réfléchi Lo, le point M, de maniére telle que
M, P 4 PM, ait, pour tous les ragons, une méme valeur. L’égalité ()

ci-dessus montre alors que w».dM, = 0. Au voisinage de chaque rayon
réfléchi Ly sur lequel le point M, est régulier, les variations infinitésimales
de M, engendrent une petite surface traversée orthogonalement par tous
les rayons réfléchis qui la rencontrent. La famille des rayons réfléchis est
donc rectangulaire.

3.2. Cas d’une réfraction. — Considérons un rayon lumineux L; qui
rencontre transversalement en un point P une surface différentiable R
séparant le milieu transparent contenant ce rayon, d’indice de réfraction
ny, d’un autre milieu transparent d’indice de réfraction ns, sous un angle
d’incidence tel qu’il existe un rayon réfracté Lo transverse a R (figure 2).
Les notations étant les mémes que celles de 3.1, les lois de la réfraction
de Snell-Descartes montrent que les égalités (x) et («) du paragraphe
3.1 doivent étre remplacées par
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FIGURE 2. Une réfraction

(n171 — 7”L272) . d? = O,
— —
71272 . dMQ — n171 . dM1 = d(?’LlMlP + ’I’LQPMQ) .

En utilisant la seconde égalité Hamilton montre, exactement comme dans
le cas d’une réflexion, que si les rayons incidents forment une famille &
2 paramétres rectangulaire, la famille des rayons réfractés est elle aussi
rectangulaire.

4. Une démonstration symplectique

Aprés un bref rappel concernant la forme de Liouville d’un fibré co-
tangent (4.1), je vais dans ce paragraphe montrer que 1’ensemble £ des
droites orientées de I'espace affine euclidien £ posséde une structure sym-
plectique naturelle (4.2) et que les familles rectangulaires en sont les
sous-variétés immergées lagrangiennes (4.4). Puis je montrerai que les
réflexions et les réfractions sont des transformations symplectiques (4.5
et 4.6).

4.1. Rappels sur la forme de Liouwville. — Sur le fibré cotangent
T*M & une variété différentiable M de dimension n, il existe (|9] p.
59, 8] p. 176) une 1-forme différentielle Ay, appelée forme de Liouuville.
Rappelons son expression : pour tout n € T*M, Ay (n) est la forme
linéaire sur 'espace 1T, (1% M)

A () (w) = n(Tmyr(w)),  w € T,(T"M),
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Sphere X

/ S

FIGURE 3. Espace des droites orientées et fibré cotangent a une sphére

ol mpr : T*M — M est la projection canonique du fibré cotangent sur
sa base et Tmy @ T(T*M) — TM sa différentielle. Si (z1,...,x,) est
le systéme de coordonnées locales dans une carte de M et (z1,...,z,,
P1,---,Pn) le systéme de coordonnées locales dans la carte associée de
T*M, la forme de Liouville \j; a pour expression locale

Av = sz'dxi .
i=1

La différentielle extérieure dA,s de la forme de Liouville est une forme
symplectique, dite forme symplectique canonique du fibré cotangent
T*M. Son expression locale dans le systéme de coordonnées locales
(Z1,...,Tp,D1,.-.,Pn) utilisé ci-dessus est

d\y =Y dpi Ada;.
=1

4.2. Proposition. — Le choix d’un point O de l’espace affine euclidien
E de dimension 3 détermine une bijection de 'ensemble L des droites
orientées de € sur le fibré cotangent T*Y o une sphére X de dimension
2. L’image réciproque par cette bijection de la différentielle extérieure de
la forme de Liouville de T est une forme symplectique w sur L qui ne
dépend pas du choiz de O.

Démonstration. — Soit ¥ une sphére de rayon R quelconque, par
exemple R = 1, centrée en un point C' € £, et soit O un autre point de
E. A chaque droite orientée L € L faisons correspondre la forme linéaire
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—
n sur 'espace 7,,% tangent a > au point m tel que le vecteur U =Cm
soit paralléle & L et de méme sens, ayant pour expression

n(@) = 0P - @, WeTny,

ol P est un point quelconque de la droite L et ou O7>’ W est le produit
scalaire des vecteurs OP et W (figure 3). La forme 7 est un covecteur,
élément du fibré cotangent T*3. L’application ®p : L — 7 ainsi définie
est bijective, puisqu’un covecteur n € T, attaché & un point m € 32, est
I'image par ®¢ de la droite orientée L, paralléle au vecteur U =Cmet de
meéme sens, formeée par tous les points P € £ qui vérifient O?W = n(ﬁ)
pour tout W e T,,%. 1l est facile de vérifier qu’elle ne dépend pas du choix
du centre C' de la sphére . Par contre, si le point O est remplacé par
un autre point O" € &, le covecteur n € 1'% attaché au point m € ¥
qui correspond a une droite orientée donnée L € L est remplacé par le
covecteur ' € T ¥, attaché au méme point m, ayant pour expression
H

7 (W) = n(W) + 00 - W, on W € T,%. Le covecteur 17’ s’écrit aussi
n = n+ dfoo(m), ot foo : ¥ — R est la fonction différentiable
foo(n) = O'O - Cn, avec n € X. Les bijections ®or et $p sont donc
liées par la relation & = Woig o P, ot Yoo : THY — T*X est le
difféeomorphisme 1 — n+dforo (71'2(77)), 7y« 1Y — ¥ étant la projection
canonique du fibré cotangent sur sa base.

En identifiant £ a 7Y au moyen de la bijection déterminée par un
point O € &, tous les objets mathématiques définis sur 7Y, notamment
la forme de Liouville Ay et sa différentielle extérieure d\y, peuvent étre
transférés sur £, qui est ainsi muni d’une 1-forme différentielle \p =
Of(Ax) et d’une forme symplectique dAp = P} (dAy). Lorsque le point
O est remplacé par un autre point O" de &, la définition de la forme de
Liouville Ay; permet de montrer que

Uoo(As) = As + ms(dfoo)
donc que
oo(dAs) = dAg + 15 (d o dforo) = dAs,
puisque d od = 0. Par suite

ce qui prouve que w = ®F(d\s) ne dépend pas du choix de O. ]
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4.3. La variété des droites orientées pointées

Afin de donner a la forme symplectique w de £ une expression com-
mode, a(Aiaptée aux notations vectorielles, il est utile de considérer I’en-
semble £ dont les éléments sont les droites orientées pointées, c’est-a-dire
les couples (L, P) formés d’une droite orientée L € L et d’un point P de
L. C’est une variété différentiable de dimension 5 qui se projette sur la va-
rieté £ de dimension 4, la projection (L, P) — L consistant a « oublier »
le point P. Soit O un point fixé quelconque de . Un élément (L, P) de

L peut étre représenté par le couple (O 7) formé par le vecteur O?

et le vecteur directeur unitaire @ de L. Il existe ® sur L une 2-forme
différentielle exacte wz ayant pour expression

wp(L, P) = }:Q%Amh—d5ﬁAd7

ou (p1,p2,ps) et (u1,us,us) sont les composantes, dans une base ortho-

normée, des vecteurs OP et . Le signe A dans le membre de droite
combine les produits scalaire et extérieur. La forme w; est projetable sur
L et a pour projection la forme symplectique w de L. Celle-ci admet donc
pour expression

—dOPAdT . LeLl.

car le membre de droite ne dépend pas du choix du point P sur la droite
orientée L.

4.4. Proposition. — Une famille de rayons dépendant différentiable-
ment de 2 paramétres est rectangulaire au sens de 1.3 si et seulement si
c’est une sous-variété lagrangienne immergée de la variété symplectique
(L,w) des droites orientées de ’espace affine euclidien &.

Démonstration. — Chaque élément Ly d'une famille de rayons F a 2
parameétres posséde un voisinage ouvert dans F image d’une application
différentiable injective L : (ky, ko) — L(ky, ko), définie sur un ouvert
de R? contenant (0,0), a valeurs dans £, telle que L(0,0) = Ly. Pour
chaque élément k = (ki1, ks) du domaine de définition de L, notons @ (k)
le vecteur unitaire directeur de L(k) et P(k) un point de L(k). Les points
P(k) ne sont pas déterminés de maniére unique, mais il est possible

5. Le choix d’un point O € £ permet d’identifier L a la restriction T3 du fibré
cotangent T*E & la sphére Y. Dans cette identification wz est la forme induite sur
T¥E par la forme symplectique canonique d\g de T*E.
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de les choisir de maniére telle que I'application k — (P(k),ﬁ(k)) soit
différentiable. D’aprés 4.3,

Lw=d(Bk) - d (k) = d(d(?(k) D)) — (k) d?(/c))
= —d(T (k) dP(R)),

oll ?(k’) désigne le vecteur O?(k), O étant un point fixé quelconque
de £. La sous-variété immergé F est lagrangienne au voisinage de L
si et seulement si L*w = 0 (voir [9] p. 92, ou [13] p. 123), donc si et
seulement si la 1-forme différentielle W (k) - d P (k) est fermée. D’aprés
le lemme de Poincaré (|14], théoréme 4.1 pagel21), une 1-forme fermée
est localement la différentielle d’une fonction. La sous-variété immergé F
est donc lagrangienne au voisinage de Lj si et seulement s’il existe une
fonction différentiable & — F(k) définie au voisinage de (0,0) telle que

D) - dB(k) = dF (k). (%)
Or pour toute constante ¢ € R, puisque 7(/{) est unitaire,
AF(k) = (k) - d((F(k;) + c)ﬁ(k)) .

S’il existe une fonction différentiable F' vérifiant (x), elle vérifie donc
aussi, pour toute constante ¢ € R,

D (k) - d(?(k) — (F(k) + )T (k) = 0. (%)

Supposons F lagrangienne au voisinage de Ly, et soit F' une fonction
différentiable définie au voisinage de (0,0) qui vérifie (x). Soit @y un
point régulier de Lg. Il existe une constante ¢ € R telle que P (0,0) —
—
(F(0,0) + 0)7(0,0) = 50, ol 50 désigne le vecteur OQ). Les points
voisins de Qg étant réguliers sur les rayons voisins de Ly qui les traversent,
les variations de F(kz) — (F(k) + c)ﬁ(k;) pour les petites variations de
k au voisinage de (0,0) engendrent une surface différentiable passant
par Qo qui, d’aprés I'égalité (xx), est traversée orthogonalement par les
rayons L(k) pour tous k assez voisins de (0,0). La famille F est donc
rectangulaire au voisinage de L.

Réciproquement, supposons JF rectangulaire au voisinage de Lj.
Comme Hamilton (qui fait tacitement cette hypothése) nous suppose-
rons qu’il existe un point régulier sur le rayon L. Il existe alors une
surface différentiable passant par ce point traversée orthogonalement
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par Lg et par les rayons L(k) pour tous k assez voisins de (0,0). Cette
surface est engendrée par les points P(k) — F(k)W (k), lorsque k varie
au voisinage de (0,0), F' étant une fonction différentiable. Cette fonction
vérifie 'égalité (x), donc F est lagrangienne au voisinage de L. O]

4.5. Proposition. — Soient M C &£ une surface lisse réfiéchissante.
L’ensemble U des rayons qui rencontrent transversalement M du cété
réfiéchissant est un ouvert de L et Uapplication qui associe & chaque
élément de U le rayon réfléchi correspondant est un difféomorphisme
symplectique de U sur sur l'ouvert de L formé par les mémes droites
avec l’orientation opposée.

Démonstration. — L’ensemble U est un ouvert de £ car il est déterminé
par des inégalités strictes. Notons L; un élément courant de U, et utilisons
les notations de 3.1 (figure 1). Comme dans ce paragraphe, le vecteur
O? sera noté ?, O étant un point fixé, choisi de maniére quelconque.
L’expression de la forme symplectique w indiquée en 4.3 montre qu’il
suffit de prouver que d? AWy =dP AdU;. Compte tenu de ’égalité
WUy — Uy = 2(71 . ﬁ)ﬁ qui exprime les lois de la réflexion,

AP Ad(Ty — ) = 24P A (T - 7))
= —2d((, - (7 - dP))

=0 ,
car 1 - d? =0, d? étant tangent et et 7 normal & M en P. O
4.6. Proposition. — Soit R C £ une surface lisse séparant deuxr mi-

lieux transparents d’indices de réfraction différents ny et no. L’ensemble
U des rayons qui rencontrent transversalement R du coté du milieu d’in-
dice de réfraction nq et qui se réfractent dans le milieu d’indice de réfrac-
tion no est un ouvert de L, et 'application qui associe & chaque élément
de U le rayon réfracté correspondant est un difféomorphisme symplectique
de louvert U de (L,niw) sur un ouvert de (L, now).

Démonstration. — Les notations étant les mémes que dans la démonstra-
tion de 4.5, soit U1 la projection orthogonale de Uy sur le plan tangent
en P a R. D’aprés les lois de la réfraction de Snell-Descartes, le rayon
réfracté correspondant Lo, s’il existe, a un vecteur unitaire directeur Uy
dont la projection orthogonale Uy sur le plan tangent en P & R vérifie

n272 = n171 s ou No (72 — (72 : ﬁ)ﬁ) =MNq (71 — (ﬁl : ﬁ)ﬁ) .
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Lorsqu’elle peut étre satisfaite, cette égalité détermine 72, dongc le rayon
réfracté Lo. C’est toujours le cas lorsque n; < ns, mais dans le cas
contraire elle peut étre satisfaite par un rayon L. transverse & R si et
seulement si (n;/no)|| 71| < 1, ¢’est-a-dire si et seulement si I'angle oy
que fait le rayon L; avec la normale en P & M vérifie sinay < ng/ny ),
Etant défini par une inégalité stricte, I'ensemble U est ouvert.

Pour établir le résultat annoncé il suffit, comme pour la preuve de 4.5,
de montrer que ngd? A d72 = nld? A d71. Nous avons

AP A (npd s — md @) = dP Ad(no(To - T)H — (W1 - 7))
= —d((na(ils - ) =i (T 7)) (7 - d?))
=0,

car 7 - d? =0, d? étant tangent a R et 7 normal & R en P. O]

5. Conclusion

Puisque les réflexions sur (4.5) et les réfractions a travers (4.6) une
surface lisse sont des difféomorphismes symplectiques et que I'applica-
tion composée de plusieurs difféomorphismes symplectiques est un dif-
féomorphisme symplectique, la propagation de la lumiére a travers un
systéme optique comportant un nombre quelconque de telles réflexions
ou de réfractions est un diffeomorphisme symplectique. L’image d’une
sous-variété lagrangienne par un difféfomorphisme symplectique est une
sous-variété lagrangienne. Une famille de rayons rectangulaire étant une
sous-variété lagrangienne immergée de L, la proposition 4.4 fournit une
preuve du théoréme de Malus-Dupin (1.4) différente de celle de Hamilton.
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