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CHAPITRE IIT . Notions de dynamique

Systéme matériel et masse.

L'expérience a conduit & attribuer & tout corps physique A , existant &
un instant T , une grandeur m (A, T) appelée masse de A & l'instant T ,

élément d'un espace vectoriel % de dimension 1 . On observe de plus que tous

. les corps physiques ont des masses non nulles, toutes éléments du méme demi -

espace (ceci signifie que si A et B sont deux corps physiques dont les
masses & 1'instant T sont E (A, T) et m (B, T) , 11 existe un réel positif
N tel que ® (4, T) =21 (B, 7)). On désignera ce demi - espace par Ei

Une fois choisi un élément non nul <ﬁo de W* pour unité, la masse de tout
corps physique A & l'instant T peut &tre représentée par le nombre récl

positif m (A, T) , tel que :

(3.1.1)  ®(a, 1) = m(s 1) T
On supposera dans la suite 1'unité de masse 'ﬁo choisie et, avec un léger
abus de langage, on appellera masse de A & 1l'instant T le nombre réel
m (A, T) . I1 faudre toutefois savoir qu'on peut toujours modifier le choix de
1'unité de masse, et qu'alors le nombre m (A, T) se trouve en conséquence

modifié.

Les moyens permettant la détermination de la masse d'un corps physique
utilisent les lois de la dynamique. On ne pourra donc les indiguer que plus
loin dans ce cours. On va toutefois signaler d&s maintenant les deux proprié-
tés essentielles de la masse qui ont pu &tre dégagées de 1l'expérience. La plus

simple est 1l'additivité :

Additivité de la masse. Soient A4 et A deux corps physiques existant a

1l'instant T , et occupant & cet instant dans 1'espace ET deux positions
Asqp et Apqp disjointes. Alors la masse, & 1'instent T , du corps physique
réunion de A, et A, , est somme des masses & l'instent T de Ay et de

Aa H
(3.1.2) m(AyVas, D=m(ay , ) +m (2, T

La seconde propriété importante est la conservation de la masse. Il est
plus délicat de 1'énoncer avec rigueur, car seuls certains corps physiques la
possédent, et il est difficile de définir ces corps physiques autrement que par
le fait, précisément, que leur masse est conservée. On fera donc appel & 1'in-
tuition. Le masse d'un corps physique est une maniére de mesurer la quantité

de matiére constituant ce corps.



La matiére est considérée, en physique classique, comme indestructible, bien

que susceptible de se transformer ; cette idée est généralement attribuée a

Lavoisier (1787). On appelle systéme matériel un corps physicue {ou un ensemble

de plusleurs corps physiques), existant pendant un intervalle de temps ] T1,T2[
tel que toute la matiére contenue dans ce corps & un instant T , soit égale~
ment contenue dans ce corps a tout autre instant T' de 1l'intervalle ] Ty, Tz[.

Donnons quelques exemples :

- un récipient contenant de 1'eau et de la glace, ces deux corps pougant au
cours du temps se transformer 1'un en 1l'autre, mais non disperaitre, est un sys-

téme matériel ;
b

- 1'ensemble d'une automobile, du contenu de son réservoir, de l'air absor-
bé par son moteur pour la combustion du carburant pendant un intervalle de
temps ] Ty, T2 [ , et de tous les gaz d'échappement produits pendant cette pé-
jode, est un systéme matériel ; 1'automobile seule n'est pas un systéme maté~

riel ;

- un liquide contenu dans un récipient sous une atmosphére de gaz carboni-
que, et qui n'est pas initialement saturé de ce gaz, n'est pas un systéme maté-
riel (car au cours du temps ce ligquide va dissoudre une certaine quantité de
gaz carbonique) ; par contre l'ensemble du liquide et de 1l'atmosphére qui le
surmonte (supposée linitée par le couvercle du récipient) est un -systéme maté-

riel,

On peut maintenant énoncer la seconde propriété de la masse :

Conservation de la masse. La masse de tout systéme matériel reste constante

au cours du temps.

La conscrvation de la masse d'un systéme matériel permet de prendre, pour
définir 1'unité de masse o , la masse d'un corps physique déterminé, qu'on
a de bonnes raisons de considérer comme un systéme metériel. Ainsi la définition
légale actuelle du kilogramme est la suivante : c'est la masse du corps physi-
que appelé kilogramme étalon, en platine iridié, situé dans le pavillon de
Breteuil & Sévres. Le métal dohtest constitud ce corps est considéré comme suf-
fisamment inaltérable, et les précautions prises pour éviter toute usure sont
telles, qu'on peut en effet le considérer comme un systéme metériel. Cette dé-
finition a toutefois quelque chose de peu satisfaisant : il serait préférable
de définir 1l'unité de masse en faisant référence & un phénoméne physique repro-
ductible, comme on 1'a fait pour les unités de longueur et de temps. On pour-
rait par exemple songer & définir le kilogramme comme la masse d'un nombre fixé
de molécules d'hydrogéne, mais une telle définition n'est pas utilisable en
pratique compte tenu des méthodes physiques actuelles, qui ne permettent pas

de compter un grand nombre de molécules d'hydrogéne avec une précision suffi-



3,2 . La description mathématique de la répartition des masses.

Tout ce qui précéde concerne la masse totale d'un corps physique. Si ce
corps n'est pas réduit & un point cinématique il est possible, au moins concep-
tuellement, de le subdiviser en parties occupant, & un instant donné, des posi-
tions disjointes dans l'espace, et par conséquent d'attribuer une masse & cha-
cune de ces parties. On est donc naturellement amené & chercher un moyen com-
mode pour décrire la répartition dans l'espace, & un instant donné, des Masses
des différentes parties en lesquelles on peut subdiviser un corps physique. I1
existe unioutil mathématique bien adapté pour faire cette description, car il

incorpore la propriété d'additivité : c'est la théorie de la mesure, On peut

d'ailleurs montrer que sous certaines hypothéses raisonnables (qui, pour 1'es-
sentiel, consistent & supposer que la propriété d'edditivité de la masse reste
vraie pour une famille d'une infinité dénombrable de corps physiques deux &
deux disjoints), une mesure (au sens mathématigue) est le seul outil réellement
agte & décrire mathématiquement la répartition dans l'espace dc¢ la masse d'un

corps physique.

Signalons, pour les étudiants suivant 1'option de Probabilités, que czst: cett
méme notion de mesure qui est utilisée dans la définition d'un espace probabi-
lisé. Signalons aussi que cette notion de mesure est & la base des théories
"sérieuses" de 1l'intégration (intégrale de Lebesgue) qui seront enseignées en

second cycle.

I1 serait trop long de donner dens cecouwrsun exposé, méme abrégé, de la
thforie de la mesure, qui sans &tre vraiment trés difficile, comporte un cer-
tain nombre de points délicats, et d'ailleurs n'est pas au programme. On se
-contentera donc de quelques indications succintes, suffisantes pour lescas les

plus fréquemment rencontrés en pratique.

Soit un corps physicue A , cccupant & l'instant T wune partie AT de

1l'espace physique ET (espace affine euclidien de dimension 3). Le répartition
dans 1l'espace de la masse du corps A & l'instant T est mathématiquement

représentée par unc mesure positive m  sur 1'ensemble L c'est & dire par

une fonction, ayant certaines propriétés précisées ci-dessous, définie sur un

£

certain sous ensemble EES de toutes les parties de A, et & valcurs réelles = O,

T
qui & toute partie B € gﬁb , associe le nombre m (B) , masse & 1'instant T

de la partie du corps A qui, & cet instant, occupe la partie B de l'espace
8T.

Les parties de AT éléments de 65, dont‘on peut définir la masse, sont
dites mesurables. Il serait trop long d'en donner une définition précise., Disons
simplement que le praticien n'a guére & se préoccuper de ce sujet, toutes les
parties bornées "resisonnables" de AT rencontrées en pratique étant toujours
mesurables (il est méme difficile de donner des exemples de parties borpées qui

ne le sont pas, bien qu'on montre qu'il en existe en général).
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Quant aux parties non bornées, il est tout & fait naturel qu'on ne puisse pas
toujours leur attribuer une messe (certaines d'entre elles pouvant avoir une
"masse infinie"). Il est d'ailleurs possible 4'étendre la notion de mesure pour
permettre & de telles parties d'étre éléments de 6%), en convenant que m peut

prendre la valeur 4+ oo,

Par définition méme d'une mesure, la propriété d'additivité des masses est

vérifide : soient By , By eae Bn des parties mesurables de AT , deux & deux
dis jointses :

(3.2.1) BiNB; = @ si { £ j
On a alors

(3.2.2) m (B, UB, U ces UB, ) = m (By)

T~

1

On a mdme la propriété d'additivité dénombrable : si (Bi ; i € DN *) est une
famille dénombrable de parties mesursbles de AT deux & deux disjointes, c'est
& dire vérifiant (3.2.1) , on 2 :

co
oo

(3:2.3)  m (.U Bi)=) m(s)
=1
oo
1'égalité étant vraie aussi bien si la masse de i%% B; est finie (dans ce cas
la série & termes positifs figurant au second membre converge) que si elle est

égale & + oo (et dans ce cas, la série figurant au second menbre diverge).

Une notation fréquemment employée pour désigner la masse mnm (B) a'une par-

tie B de AT est :

(3.2.4) m (B) =-/ d m
B

Cette notation, dont la justification est liée & la théorie générale de 1'inté-

gration, sera utilisée dans les cas ou elle apparaitra commnode.

Bn pratique les mesures les plus fréguemment rencontréecs pour décrire une
répartition de masses & un instant donné; appartiennent & 1'un des quatre types

suivants, ou en sont une combinaison.

Répartitions de masses définies per une densité de masse




I1 existe alors une fonction p , définie sur A, et 4 vaeleurs réelles 2 O

appelée densité de masse, ou masse volumique du corps A & l'instant T , en

général suffisemment réguliére (par excmple continue par morceaux) telle que,

pour toute partie mesurable B Cce AT

(5.2.5) m(3) = [/j o (x) a° x

TR

Le second membre de cette expression désigne 1'intégrale dans B de la fonction
p , relativement & la mesure élément de voluma de 8T . In pratique, pour la

. . . . . - - -
calculer, on choisit un repére affine orthonorme (Og s €47 5 €27 » equ de

ﬁﬂ , et on désigne par (xy, Xa, X3) 1les coordonnées d'un point x de €T
dens ce repére. La fonction p apparalt alors comme une fonction des trois

variables réelles x,, Xz, X3 et on a :

f
(3.2.6) m (B) = [[j p (x4, Xa, x3) d x4 dx dxg
' Jd
B
On montre que cette intégrale triple ne dépend pas du choix du repere affine
orthonormé de ST , ce qui justifie 1'éeriture condensée figurant au second

merbre de  (3.2.5).

Départitions de masses définies par une densité superficielle

Dans ce cas, la position A, du corps A & l'instant T , est une surface de

1l'espace €T , que 1'on supposera suffisamment régulieére (par cxemple de classe

L par morceaux), ct il existe une fonction Pq définie sur A, et a valeurs

réelles > O , appelde densité de masse superficielle, ou masse surfacique du

corps A & 1'instent T , elle aussi suffisamment réguliére (par exemple con-
tinue pax morceaux) telle que pour toute partie mesurable B de AT :

CERBEIORY IR NCI RS

B

Le second membre de cette expression désigne 1'intégrale dans B de la fonec-
- tion  pg s relativement & la mesure élément d'aire de la surface Ap. On en
rappelle ci-dessous la définition, tout en donnant wn moyen de la calculer.
Supposons la surface AT paramétrée par deux parametres scalaires u et v,
Cela signifie qu'il existe une application bijective : (u, v) » ¢ (u, v)
d'une partie ouverte S de (F\g sur AT. On suppose de plus cette applicatior

de classe C?* , c'est & dire telle que les deux dérivées pertielles

8 g (uz V) ot __ELLEA——) (oul sont des «a vecteurs éléments de _%T s ©espace

vectoricl associé & & ) ex1stent en tout point (u, v) de S et soient des

fonctions continues sur S.
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On suppose enfin ces deux vecteurs linéairement infépendants en tout point
(u, v) de S . On a alors par définition :

3 o (u, V)A 9o (u,

V)
R S ] du 4 v

;
(3.2.8) m(B) = || pg (o (u, v)) |
.

On monire que cette intégralc double ne dépend pas du choix des paramétres
] Z P P iy

(u, v) servant & décrire la surface A.,. Remarquons aussi que la définition

o
s'étend au cas (trés fréquent en pratique) ol la surface A, ne peut 8tre en-
tidrement paramétrée par un systéme unique de paremétres (u; v) : il suffit de
décomposer la surface en un nombre fini de perties ouvertes disjointes dans cha-
cune desquelles un tel systéme de paramétres existe, et d'sjouter les intégrales
correspondantes ; on doit toutefois prendre soin de faire en sorte que la réu-
nion des parties ouvertes utilisées ne différe de le surface entiére AT que
par une pertie négligeable (en un sens mathématique précis, qu'on ne cherchera
pas & définir ici : disons simplement qu'une courbe réguliére, de clesse ct

par morceaux, tracéde sur .. , est une partie négligeable de AT)‘

Répartitions de masses définies par une densité linéaire.

Dans ce cas, la position AT du corps A & l'instant T cst une courbe de
1'espace €T , que l'on supposera suffisamment réguliére (par exemple de classe

C? par morccaux) et il existe une fonction définie sur Ay et & valeurs

FL
réclles = O , appelée densité dc masse linéique, ou masse linéique, du corps A

4 l'instant T , elle aussi suffisamment réguliére (par exemple continue par

morceaux) telle que pour toute partie mesurable B de AT :

(3.2.9) m (B) = /~ o, (x) 45 (x)
B
Le second membre de cette expression désigne 1'intégrale curviligne de la fonc—
tion p ~sur B, rélativement & la mesure élément d'arc de la courbe Ap - On
en rappelle ci-dessous la définition, qui est aussi un moyen de la calculer.
Supposons la courbe A paramétrée par un paramdtre scalaire N\ . Cela signifie

qu'il existe une application bijective ¥ d'un intervalle ouvert ;}(ds ‘F{ sur
. a v
Hp a N

un vecteur do '?T) existe pour tout M 6«5 , et qu'elle est fonction continue

. On suppose de classe C1, ce qui signifie que la dérivée (qui est
PY s ) q

de N . On suppose de plus ce vecteur partout non nul. On a alors, si

per exemple B est l'arc de courbe ¥ ( [ a, b] ) ( [ a, b ] étant un inter-
valle contenu dans I ) :

b

G20 n@ =] g G0 [P 4

a
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On montrec, ici encore, que l'intégrale figurant au second membre ne dépend pas
du choix du paramétre N\ servant & déerire la courbe. Comme dans le cas précé-
dent, la définition s'étend au cas ol, pour paramétrer la courbe A, on doit la
décomposer en un nombre fini d'arcs ouverts disjoints, sur chacun desqucls on
peut utiliser un paramétrage différent. La réunion de ces arcs doit ne différer

de AT que par une partie négligrable (par exemple, un nombre fini de points).

Répartition de masses discréete.

Dans ce cas, la position AT du corps A & l'instant T est un ensemble fini

r i
iBL ; 1 €1 €n j.mm@epwmtch@mﬁ@wdﬁ A qui, & 1'instant T,

occupe la position My , a & l'instant T la masse mi . D'aprés la propriété

d'additivité, toute partie B du corps A dont la position & l'instant T est

v
t Bil s BLz 5 eoa BLP HE N i s ece s iy STy & évidemment pour masse a

Na

1'instant 7T :

Remarque, Les corps physiques réels ont toujours une répartition de masses se

rattachent au premier type cité, c'est & dire définie par une densité de masse.

Cependant, on utilise souvent en mécenique des schématisations de ces.corps,

dans lesquelles on néglige certaines des dimensions de ces corps, et on doit

alors, pour rcprésenter la répartition de leurs masses, utiliser 1'un des autres
types cités. Ainsi par exemple, une plaque de faible épaisseur sera schématisée
pur une surface, sa répartition des masses étant définie par une masse surfaci-
que ; une tige (ou un chble) de scction suffisamment petite, sera schématisée

par une courbe, sa répsrtition des messcs étant définie par une massc linéique ;
cnfin, un corps physiocue dont toutss les dimensions sont petites, sera schémati-

sé par un point cinématique auquel est attribuée une masse finie non nulle.

3 . Torseurs cindtigue et dynamiocue d'un systéme matériel

Soit un systime motériel A en mouvement pendant 1'intervalle de temps

J Tsy T2 [ . Par définition d'un systéme matériel, toute la matiere contenue

dans cc systéme & un instant quelconque T € } Ty, To [ , cst encore contenue

dans ce systéme & tout eutre instant T' € ] Ty Ta [ . On & vu (parsgrephe 3.1

que cette propriété entraine la conservation de la masse totale du systéme maté

iel considéré.

On va. dans ce paragrephe (ainsi d'ailleurs que dans la suite de ce cours
s 1Y grap s
seuf s'il est fait mention cxzplicite du contraire) supposer que le systéme ma-

tériel A considéré posséde une propriété encore plus forte.




Soit B une partie du systéme motériel A , dont la position & un instant T
est 1o pertie BT de \€T , et & un instant T' 1l partie By de gT‘,' On
supposere que, quels que soient B et quels que soient les instants T et T'

éléments de ] Ty, Ty [ , toute la matiére contenuec dsns B,, & 1l'instent T ,

m

est encore contenue dens B & l'instant T' . Zn d'autres termes, on suppose

TI
que, non seulement A enticr, mais toute partic B de A , est un systéme
X 3 3 3

metériel.

Cette hypothése est beaucoup plus restrictive, que celle consistant & suppo-
ser que s.eul A entier cst un systeme matériel. In pratique; ?resque tous les — -
phénoménes rencontrés dans la nature (& 1'exception de ceux ol des réactions
nucléaires entrainent une variation noteble de massce, comme ceux qul ont lieu
dans les étoiles) peuvent &tre étudiés grfce & le notion de systéme matéricl,

& condition d'inclure dans le systéme étudié tous les corps physicues mis cn jeu, ~
Par contre, de nombreux phénoménes couramment rencontrés en pratigue ne peuvent

pas &tre schématisés par des systémes natériels dont toute partie est aussi un
svstéme matériel. I1 en cst einsi par exemple de tous les phénoménes de diffu-

sion : lorsque deux masses de liquides de nature différente, miscibles, fper

exemple de 1l'eau douce et de 1l'ecau selée, sont mises en contect, ces deux li-

quides sec mBlangent par diffusion, de sorte que le sedhl présent dans une partie

du systéme, ne reste pas confirmé . & cette partie au cours du tomps.

Signalons qu'il est possible de traiter les systémes meitériels dont toutes
les pertics ne sont pas nécessairement des systémes matériels, en utilisant

diverses notions (flux de diffusion, etec...) qui débordent le cadre de ce cours,

" On va étudier le mouvement du systéme metériel A , dans uﬁ référentiel R
de domaine de temps ] Ty Ta [ . L'espace - temps rapporté & ce référentiel est —
alors un produit cartisien ] Ty, T2 [ X § , § étant un espace affine eucli-
dien dec dimension 3. On a vu (paragraphe 2.4) que le mouvement de A est déerit

dang ®R par une application :
o) :] T,y To [x.A-*g

o A est un ensemble abstrait (désigné par la méme lettre que le systéme,

pour simplifier 1'éeriture) qu'on identifiera en pratique avec unc partie de &,
par exemple celle occupde par le systéme & un instant fixé T, € ] Ty, To [ .
Chaque point N de A représente un point cinématique du systéne, dont la
position & 1l'instant T est ¢ (T, N). On rappelle que pour tout T fixé,

1'application N - ¢ (T, N) ost une bijection de A sur A, = O (T, A).

On supposec de plus choisi un repére du temps (Oz,-go), et un repére affine -

. - . .-* 3 -4 . ’ » ’
orthonormé positif (Og, €1, €2, €5) de 1l'espace affine § , supposé orienté.
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Tn expriment chaque instant T en fonction de sa date t , on peut considérer
1'application ¢ commc étent une applicetion de | £y, t, | x A dans &

(t, et t, détant les dates de T, et T, respectivement). Pour tout point

N € A fixé, on suppose l'application :

t- o (t, N)

2 .. . . - 2 N .
de clesse C” . On sait alors que les vecteurs vitesse et accélérction du point

cinématique N existent, et sont, respectivement, & la dcte +

- avw,
d (7“%
T T ¢ LT, N) = _..__t..

4
I

(5.3.1) 7 (¢, §,)

dt

a® N

: @ = t

(3.3.2) T (¢, N) == o (¢, N) = —
: at” dt

ol on a posé, pour allédger 1'écriture :
(3.3.3) ¢ (t, M) =W,

On sait de plus que, pour tout point P de At = ¢ (t, &) , 11 existe un
point cinématique unique N € A qui, & Ja date t , occupe la position P
(c'est & dire tel que ¢ (%, N) = P). Per conséquent, V et I sont, pour

chaoue date t , des champs de vecteurs sur Ay - On les supposera dans la sui=~

to suffisamment réguliers (par exemple, continus par morceaux).

D'éutre part, la répartiticn des masses du systéme matériel A 2 la dete 1,
ost déerite per la donnée d'une mesure positive m, sur A, . Toute partie
B de A étant, d'aprés l'hypothése ci-dessus, un systéme matériel, on a, si
t et t' sont deux dates quelconcues éléments de ] ty, to [ :

(3.3.0)  my (By) = m, (B,))

ol By =9 (t, B) , ot Byt = ¢ (t', B) sont les positions sunposées mesura-

bles occupées par B aux dates t et t' respectivement.

On sait (Anncxe au présent chapitre, paragraphe 3.A.3) que la donnde 3'un

champ de vecteurs et d'une mcsure positive sur une partie 4, de & , déter-

—b 2
mine un torseur sur & . Appliquant cela avec, pour mesure positive, la mesure
m, définissant la répartition des masses & la date t , et pour champ de vec-

teurs, respectivement les champs des vecteurs vitesse et accélération & la date

EN

t , on obtient :
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Définitions On appelle torseur cinétique (resp. torscur dynamique) du sys-

téme matériel A & la dete t , relativement au repere R considéré de 1'es-
pace - temps, le torseur sur £ déterminée par la donnde de le mesure m,
définissant la réprrtition des masses de 4 & 1l'instant + , et du champ des

vecteurs vitesses V (t, .) (resp. du champ des vecteurs accélération T (%, .))

du systéme A & la date t .

On désignera dans la suitec par € le torseur cinétique, et j%:le torseur

dynamique,

in utilisant les formules établies en annexe 3.A.3 , on obtient les expres-
sions des éléments de réduction des torseurs cinétiquec,et dynamique de A a la

date t , en un point P quelconque de & :

- résultante générale du torseur cinétique, appelée résultante cinétique

(ou quantité de mouvement, ou impulsion) de A , & la date t :

(335 Fy= | T (e x anm (x

c
J’\
oy

- résultante générale du torseur dynamique (appelée résultante dynamique

du systeme A) e

G360 Ty=[ T 0 an @
Ay

- moment du torseur cinétique au point P ; appelé moment cindtique de A,

a la date t et su point P :

(5.3.7) | T (P) =/ Px AV (%, x) dm (x)

Ay

- moment du torseur dynamigque, appelé moment dynanique du systéme A au

point P :

(3.3.8) | ¥ (p) = [ % 4 T (s, %) a n, (x)

Si W est un champ de vecteurs équiprojectif quelconque sur € , les va-
leurs, pour ce champ W , des torseurs cinétique et dynamique, & la dete t ,

sont respectivement, toujours dlaprés les formules établies en annexe 3.A.3 @

G s@ =] T T an

At

-—
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G3.) FD =] T 0. F @ an @

A,t

Afin d'illustrer les formules sbstraites ci-dessus par des exemples plus
concrets, on examinera successivement le cas ou le-corps A est constitué d'un
nombre fini de points cinématiques avec une répartition de masses discrétes,
et celui ou la répartition des masses de A est définie par une densité de mas-
se. Les cas ol cette répartition ¢st définie par une densité superficielle, ou

une densité linéique, conduisent & des formules analogues.

a) Cas ot lc systéme A est formé d'un nombre fini de points cinématiques.

A= { Niy, Ng, «us Np } ensemble fini. A la date t , la position du point ciné-

matique Ni est Ni(t) . On désignc par m; 1la masse de la partic dc A ré-
duite au point cinématique Nji . Puisqu'on suppose que toute partie de A est

un systéme matériel, m; est indépendant de t .

Si W estun champ de vecteurs équiprojectif quelconque en & , les valeurs

pour ce champ des torseurs cinétique et dynamique, sont respectivement :

(3.3.41) € (W)

o

w () . AN
at

i

o

(3.3.12) o)

m W (m(%) . ﬂ;ﬁ)-
at®

=
1]

ling

Les éléments de réduction des torseurs cinétique et dynamique en un point '

P quclconque de & , & la date t , sont :

2 o e 2HD

(3.3.43) o ) T résultante cinétique
R =
(3.3.14) -ﬁG(P) = T; mi P oNi(t) A gﬁfiéjg moment cinétique en P
=1
V. 47N
(3.3.15) .ﬁd = v> mp résultantc dynemique

2
=1 d%

— > 2
(3.3.16) 'ﬁd(P) = ?f“mi P Ni(t) A Q;_Hé&ﬁ) moment dvnamique en P
4 dt

L ]
1=1
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b) Cas ou ha répartition de masse de A est définie par une densité de masse.

Dans ce cas, pour chaque date t , on a une masse volumique Py définie sur
AL 4 valeurs > 0 , supposée suffisamment régulidre. Les veleurs des torseurs
cinétique et dynomique & la dete t , pour un champ de vecteurs équiprojectif

quelconque W sur € , sont respectivement :

]

(5.5.17) & () f/ Tolx) . T (5, %) py(x) 2%
A

t

(3.3.18) Jt@)

JIRESEEECE p,(x) 2°x
j A,

&

Les éléments de réduction #es torseurs cinétique et dynamique, en un point
P quelconque de & , sont & la date 1t :

(3.3.19) i’c //f ¥ (t, x) py(x) d°x résultante cinétique
Ay

(3.3.20) T (P)

/]]: Px AV(t, x) pt(x) a®x moment cinétique en P
J
A

t

(3.3.21) i q= /]7‘ T (t, x) pt(x) a3x résultante dynemique
A
t

(3.3.22) 'ﬁd(P) = ]qu Bx AT (t, x) pt(x) d%x moment dynamique en P
A

t

Le théoréme suivent est le résultat essentiel du présent paragraphe. I1
est valoble dans le cas le plus général, ou la répartition de masse de A est

définie par une mesure positive quelconque.

Théoréme Soit A un systéme matéricl dont toute partic est un systéme maté-
riel. L'espace - temps étent rapporté & un repére quelconque, la dérivée par
rapport & la date t du torseur cinétique € (t) du corps A est, & chaque

Je

t , égale au torseur dynamique cﬁ(t) de A :

(5.3.23) | L = Fo)

dt
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Corollaires : Sous les mémes hypothéses, la dérivéec par rapport & t des
é1léments de réduction 'ﬁc(t) (résultante cinétique) et 'ﬁc(t, P) (moment ciné-

tique en un point P fixe dens le rapére considéré) du torseur cinétique €(t),

sont égaux & chague t , respectivement, aux éléments de réduction ‘ﬁd(t) (résul-
tante dynamique) et 'ﬁd (t, P) (moment dynamique su point P ) du torseur dyna-

mique (h(t)

G| 2R g
d+t

(3.3.25) ML 'ﬁd(t, p)
at

Cammentaires et esquisse de la démonstration.

1 . Le torseur cinétique & est-une fonction de la variable + , & valeurs

dans l'espace vectoriel §' des tors?urs. On a donc bicn le droit de ls dériver
d 2(t)

par rapport & t , ot sa dérivée T

est bien, pour chaque % , un élément

de ! c'est & dire un torseur,
H

2 . Supposant le théortme établi, la démonstration des corollaires est
immédiate, car les deux applications de §' dans Ky qui, & un btorseur @ ,
font correspondre sa résultante générale i (ou son moment W (P) en un point

P fixé) sont lindaires, et indépecndantes et ¢ .

3 . Démonstration du théoréme dans le cas ol le systéme A est formé d'un
nombre fini de points cinématiques : dérivons 1'expression (3.3.11) qui donne
la valeur du torseur cinétique, pour un champ de vecteurs équiprojectif W quel-

cohque indépendant de t . On a :

(i;mwumw>.$¥%%=

f7)
g

|

ol
o
Q1@
‘—f

}c

mj

\/

2@ () . ““>'Wmmﬂ>.£3%ﬁ:}
dat .

l_l
ue

Mais, si kol désigne le vecteur taux de rotation du champ de veoteurs équipro-

Jectif W , On & :

V(@ =T + 08 4o B

e



1

et par conséquent :

2@ () = 1im T (wi(s)) =¥ (n(x))
tiot, t' 4t th-t
T e —
=z 1im ﬁA.N._‘-.(_?.)__M)__:ﬁAdNL(t)
tlot, Bt th -t dt

On & donc finalement

o
93]

oy
ot
=
p—_
{

- zma {_ﬁ (§i(t)) gjdj-;é—) (ﬁA (t)) d—ﬁ (t)

m W @t) . %‘%%Q) = JO(,(*?)

I
T~}

d'aprés 1'expression (3.3.12).

L . La démonstration, dans le cas général, fait appel & des notions qui
ne sont pas au programme de ce cours. Disons simplement qu'elle cohsiste, en
utilisant la propriété (3.3.4) d'invariance de la masse, a faire un changement
de variables dans les intégrales (3.3.9) ot (5.3.10) , afin de les ramener &
des intégreles calculées sur un ensemble A indépendant de t , relativement
& une mesurc indépendantec de t . Seule la fonction intégrée dépendant alors
de t , on peut appliquer un théoréme classique dc dérivation sous le signe

d'inté sration.

o Efforts excrcés sur un systéme matériel.

On considére en Mécanigue que les corps physiques existant & un méme ins-
tant, exercent les uns sur les autres des "efforts" (terme pour le moment va-
gue, qu'il va falloir préciser) qui sont les causes des variations, au cours
du temps, de leurs mouvements. La Dynamique se propose d'en donner une schéma-
tisation mathématique (qui fait 1'objet du présent paragraphe), puis d'exprimer
les relations qui lient les efforts exercés sur un corps physique, aux gran-
deurs mathématiques décrivant le mouvement de ce corps (ces relations seront

exposées dans le prochain paragraphe).

a) Cas d'un point matériel. On considére un point matériel A , c'est

& dire un systéme matériecl dont les dimensions sont suffisamment petites pour
qu'on puisse l'assimiler & un point. A un instant T , en plus du point maté-

riel A,
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sont présents un certain nombre de corps physiques S, Sz, o.e Sn disjoints
deux & deux et disjoints de A . Le principe suivant indique comment on peut

schématiser mathématiquement les efforts excrcés par chacun de ccs corps sur A .

Principe. A chaque instant T , 1l'effort exercé par le corps physique Si

(1 € £n) sur le point matériel A , peut #tre schématisé par un vecteur Fi,
élément de 1l'espace vectoriel h?T (associé & 1l'espace affine gT , schémetisang
l'espace & l'instant T ), appelé force exercée par S; sur 2 . De plus, la

force exercée par la réunion des corps S; , supposés deux & deux disjoints,
n

est la somme > Tt des forces cxercées par chacun de ces corps.

=1

Remarques 1) En toute rigueur, la force Fi est un élément d'un espace

vectoriel euclidien, distinct de -?T . C'cst sculement aprés que 1l'on ait choi-

si une unité de force, qu'on pcut identifier cet espace a '?m . On rencontre
s
ici une circonstance analogue & celle défa vme dans le chepitre 2 : la vitesse
et 1'accélération d'un point cinématique & 1'instant T , relativement & un
41

référentiel fixé, sont éléments des espaces vectoriel éi: (%, %) ot

r‘ < () 3

&3 (%, éﬁ (%, 8)) respectivement, et c'est seulement moyennant lec choix d'une

unité de temps, qu'on peut identifier ces deux espaces vectoriels & % . On

pourrait (en utilisant la notion de produit kensoriel de deux espaccs vectoriels,
qui n'est pas au programme) définir, de maniére indépendante du choix d'une
unité de force, 1'espace vectoricl des forces. On se contentera dec romarquer que
si une force est, pour un choix donné de 1'unité de force, repwésentée par le
vecteur ¥ de -?T s

. . . . . ‘ 1
force égale & N fois l'ancienne, est représentée par le vecteur X F.

alors cette méme force, si on prend unc nouvelle unité de

2) la schématisation des efforts exercés sur A , est indépen~
dante du choix d'un référentiel. Lorsqu'on a choisi un référentiel, les espaces
affines €T qui représentent 1'espace physique a différents instants T , sont
tous identifiés & un méme cspace efifinc. euclidien de dimension 3 & , et par
conséquent, les espaces vectoriels associés,'%i , sont identifiés a % . Pour
un choix donné de 1'unité de force, la force exercée par chaque corps Si sur
A sera donc représentée par un vecteur Fi , élément de F. 11 peut étre plus
commode d'utiliser, pour représenter la force exercée par Si sur A , non le
vecteur '31 seul, mais le vecteur 1ié AT ¥ i) ou AT € & est le point repré-
sentont, dans le référenticl choisi, la position de A & 1l'instent T . On
sait (Annexe au présent chapitre 3.A.3) que ce vecteur 1ié définit un torseur
uniforce, qu'on peut, au méme titre que le vecteur 1ié (hT,‘ﬁ ) utiliser pour

représenter la force exercée par S sur A .
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La somme des torseurs représentant les forces exercées sur A par tous les

corps Si , est encore un torseur uniforce, défini par le vecteur 1lié
n

T
(Am s ) ?L) , parce que les ¥, sont tous liés ~u méme point A

i T

J=
On peut se demander si, dans des conditions plus généreles, il n'y aurcit pas
lieu de représenter l'effort cxercé pcor un corps Si sur A por un torseur qui
ne serait plus nécessairement uniforce. Ce serait le cas si le point matériel
A possédeit dos propriétés physiques plus riches que sa mosse (par exemple un
moment cinétique propre, correspondant & la propriété des particules élémentei-
res appelée "spin" par les physiciens). On reviendra sur ce sujet dans les ces

d'un systime matériel plus compliqué gqu'un point matériel.

b) Cas de plusiewrs points matériels. On suppose meintenent le systéme

matériel A formé par un nombre fini de points motéricls Ny , Nz 5 ... Np .
On veut décrire les offorts exercés sur A por un certain nombre d'autres
corps physiques S; , Sz , «.. Sn , disjoints deux & deux et disjoints de A .
I1 ne suffit pas pour cela de décrire les efforts cxercés par chogue corps  Si
sur A entier car, pour étudier les mouvements relatifs des divers points qui
‘constituent 4 , on doit pouvoir décrire aussi 1l'effort exercé par S{ sur
cheque partie de A . On scit déja (paragraphe a) ci-dessus) que 1'effort
cxercé & l'instant T par Si sur la partie de A constituée per un seul
point matériel Nj , peut &tre représenté par un vecteur '?LJ ; on a vu aussi,
dans les Remarques, que cet effort pouvait aussi 8tre représenté par le torseur
uniforce Tij , défini par le vecteur 1ié (N;(T) , Fij) , ov Nj(T) est la

position de N; & l'instent T . On est tout naturellement amcné au principe :

Princine. A chacue instant T , 1'effort cxercé per le corps physigue St
(1 £ 1 €n) sur la partic de A constitude par la réunion {Nj, , Njz,... Njk}

des k points matériels Nj4, ... Njk , est le torseur :

(3.0.1) Tija + Tija + oo + Gijk

somme des torseurs uniforces représcntant 1'effort exercé par Si sur chacun
de ces points. De plus, 1l'effort exercé par la réunion des corps Si sur
Nj1. s Nja 5 e Njk} est la somme :

n

(3.4.2) (Ti5e + ooe + Tijk)

="

des torseurs rcprésentant lleffort exercé sur cet ensemble de points ar cha-
P P s P

cun des corps Si .
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Remarque importante L'effort exercé par Si (et, de méme, 1l'effort exercé

par la réunion des §i) sur {Nji, ces Njkz , n'est plus, en général, un tor-
seur uniforce. Si P est un point quelconque de ET s les éléments de réduc~

tion de ce torseur au point P sont (cn supposant € orienté) :

T
résultante générale : '?LJ1 +oaes +'?ij

(3.4.3)
moment au point P : P_Nji(T) A.?Lji + eee * P_NJK(T) Alﬁajk

¢) Cas général. On considére maintenant un systéme matériel A , non néces-
sairement réunion d'un nombre fini de points matériels, et on suppose, comme
dans le paragraphe 3.3 , que toutes ses parties mesurables sont aussi des sys-
témes matériels. Comme ci-dessus, on doit décrire 1l'effort exercé par un corps
physique S{ non seulement sur A entier, mais sur chaque partie mesurable
B de A . Fn généralisant de maniérec nnturelle le cas 4d'un nombre fini de point

matériels, on est conduit & admettrec les faits suivants :

- & chaque instent T , 1l'effort exercé par Si{ sur une partie mesura-

ble B de A occupant & l'instant T 1le position BT sest un torseur
f L a .
fL(BT) sur l'espace ET

- si BiT et B sont les positicns, & 1l'instant T , de deux par-

2T
ties mesurables disjointes By et By, de A , l'effort T (qu?L)B2qQ exer=-

ce & l'instant T par Si sur la pertie de A réunion de B, et de B, est

(3ot T (B, UB, ) =T (B,) + T (B o)

On voit que la situation est tout & fait analogue & celle rencontré dans le
paragrephe 3.3 , la propridété ( 3.4.4 ) ci-dessus étant 1'analogue de la pro-
priété d'additivité dec la messe. Dc méme qu'on a utilisé, pour décrire la ré-
partition des masses de A , une mesure positive sur Ap 5 On est amené & dé-
crire la répartition des efforts exercés par Si sur A .& l'ingtant T, au
moyen d'une mesure sur AT » & valeurs dans 1l'cspace §' des torscurs sur ET .
Par définiticn; une telle mesurc, est une application qui, & toute partie mesu-
rable BT de AT , Tait correspeﬁife un torseur % (BT) € g', qui vérifie
(3.4.4) si B1T et B2T sont¥parties mesursebles disjointes de AT s, et
m8me plus généralement :

co
AN

(3.4.5) Ty ( .okl B ) = 2_4 T (B;q)
=

si les BJT forment une famille dénombrable de parties mesurables deux & deux
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On pose comme principe :

Princige A chaque instont T , l'effort exercé par le corps physique §i

sur les diverscs portics de A , est déerit par une mesure Ti sur la position
Ap de A 4 1'instant T , & valeurs dens l'espace vectoriel §' des torseurs
sur l'espace affine euclidien ET .
1l'cffort exercé par S; sur la partie B de A qui occupe & l'instant T

Pour toute partie mesurable BT de AT s

la position By , est le torseur T (B.,) . Fn particulier 1'effort cxercé por
Si sur A entier, est G (AT) . Fnfin, l'effort cxercé par la réunion des

corps Si {(supposés deux & deux disjoints , 1 € ¢ € n) sur A est la mesure

n

somme \ ¢i des mesurcs représcntant les efforts exercés sur A par chacun
-
i=1

des Si .

Remarque 1 Comme dans le cas a) , ce n'est que moyennant le choix d'une

unité de force que 1l'on peut considérer les efforts comme représentés par des

torseurs sur ¢ Si on prend une autre unité de force égale &4 N fois l'an-

T L]
cienne, les mesures % , & valeurs dans l'espace des torseurs et représentant

. 3 . 1
les efforts exercés sur A par les corps 3; , sont & remplccer par X Tl .

Remarque 2 On s'attachera surtout & bien comprendre lesc exemples perticuliers

a) et b) , ainsi que ceux donnés dans le paragraphe 3.6 ci-aprés, plutdt
qu'a epprofondir les propriétés générales des mesurcs, qui ne sont pas au pro-

gramme de ce cours,
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Suite du chapitre TIT

NOTIONS DE DYNAMIQUR

3 . 5 . Le principe fondamental de la dynomique.

Considérons un systéme matériel A dont, comme en 3 . 3 . , toute partie
mesurable ost un systéme matéricl, et n corps Si deux & deux disjoints et
disjoints de A . T (1 < < n) ddsigne la mesure, & valeurs dans 1l'espace
des torseurs, qui représente les efforts exercés par Si & l'instant T sur
les diverscs parties de A ; en particulier, lc torseur T (AT) désigne 1l'ef
fort exercé par Si sur A enticr. C'ost un torscur sur 1'espace affine eu-
clidien ET s, qui représentc l'espace physique & 1l'instant T : il est bien
défini, indépendamment de tout choix d'un référentiel de 1l'espace ~ temps.
Ainsi qu'on 1'a vu dans la remarque 1 en fin du\g?ragraphe précédent, cela

suppose qu'on a choisi une unité de force.

Supposons choisi un référentiel R de 1l'espace - temps, de domaine de
temps ] Ty , Tg [ , ainsi qu'une origine O et une unité '30 du temps T .
Chaque instant T €
t €] ty, ts [«

17y, T2 [ sera désormcis représenté par sa date
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Puisque tous les ET sont maintenant identifiés & un m@me cspace affine eu-
clidien de dimension 3 & , qu'on supposera orienté, on peut maintenant consi-
dérer la position Ay du systéme matériel A & la date t , comme une partie
de & , et la mesure % roprésentant 1'offort exercé par Si , & cette date
sur les diverses partics de A , comme une mesure sur Ay s & valeurs dans 1l'es-
pace vectoriel 4' des torscurs sur € . Afin de bien indiquer que %, dépend

de t , on écrira meintenant ¢
Ti (B, t) au lieu de T (B)

pour désigner le torscur représentant 1'effort exercé, & la dete t , par Sy
sur la partie de A qui, & cette date, occupe la position B (B désignant

une partie mesurable quelconque de At)'

On sait d'autre part (paragraphe 3.3) qu'on peut définir les torseurs ciné-
tique &(t) et dynamique dt(t) du systéme matériel A & la dote t , rela-
tivement au référentiel R . Ainsi qu'on 1'a vu, ils dépendent du choix du ré-
férentiel R , mais aussi des choix des unitdés de temps '30 et de masse 'Eo

(paragraphes 2.2 et 3.1).

Le principc fondamental de le Dynrmique semble, pour l'essentiel, avoir été
trouvé par d'Alembert (i1743) ; les travaux de Galilée sur la chute des corps
(1632) , ceux de Huygens sur la force centrifuge (1673) et de Nowton sur la

gravitation (1682) avaiant toutefois préparé le terrain.

Principe fondamental de la Dynamique I1 cxiste au moins un choix possible

du référentiel R ot des unités de temps, de masse et de force, pour lequel.. . -
pour tout systéme matéricl A dont toute partie est un systéme matéricl, on

ait & chaque instant T , égalité du torseur dynamique de A et du torseur

des efforts execrcés sur A par la réunion de tous les corps physiques présents
autres que A .

Ce principe s'exprime par 1'sgelité, avec lcs notations définies ci-dessus:

n
(3.5.1) S—‘m (4, , t) = g’fg(t) pour tout t € ] ty, t, [

&=

Un référentiel R et un choix des unités de temps, de messe et de force,
pour lesquels on a cette épalité, seront dits, respectivement, référontiel

galiléen, et choix cohérent d'unités. On dira de méme qu'un repére de 1l'espace

temps est galiléen, si le référentiel cssocié est galiléen,

Remarques. Sachant, d'aprés le principe fondamental, qu'il existe un repére
geliléen de l'espace - temps, il est facile de montrer qu'il en existe une

infinité ; étant donné un repére galiléen ﬁ\, un autre repére R est gali-
léen si ct sculoment si le mouvement de R' rolativement & R cst un mouve-

ment de translation uniforme.
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Les changements de repéres geliléens forment un groupe, appelé groupe de Geli-
lée.

De méme, sachent qu'il existe un choix cohérent d'unités, il est facile de
montrer qu'il en oxiste une infinité. Supposons qu'on azit choisi des unités de
temps '30 s de masse mg , et de force fy , constituant un choix cohérent
d'unités. Prenons commc nouvelles unités dc temps 6'30 , de masse pm, et
de force ¢fo, ©, u ot ¢ étant des rdécls > 0 . I1 cst facile de vérifier
que ce nouveau choix d'unités est cohdrent si et sculement si :

S e,

o
Ce résultat sc généralise su cos ol on considére sussi des chengements de 1'uni-
té de longucur. Nous les avons laissés de c65té car nous nvons considéré tous
les vecteurs rencontrds (vitesses , accélérations , forces) comme $éléments du
méme esprce vectoriel euclidien K , ce qui fixe le choix de l'unité de longueur,
La bronche de la méeonique qui traite des chengements de choix cohérents d'uni-
tés s'oppelle 1'Analysc dimensionnelle. Signslons simplement que si, comme ci-
dessus, on multiplie rcspectivement par © , p et o les unités de temps, de
masse et de force, et par A 1'unit§ de longueur, le nouveau choix d'unités

est cohérent si ot seulemnent si : f}ig =1,

Afin de tirer du principe ci-dessus quelgues conséquences simples, consi-
dérons deux systémes matdricls disjoints A ot A' choisissons un référentiel
galiléen R et des unités cohérentes, et désignons par Jt(t) et Cﬁr(t)
les torseurs dynamiques dec A et A' roespectivement, & le dete t . Les corps
physiques qul cxercent sur A et A' des efforts sont désignés par Si
(1 € i €n) et sont supposés deux & deux disjoints, et disjoints de A et de
A LT (At’ t) ot T (A%, t) désignent les torseurs qui représentent 1'ef-
fort exercé, & la dote t , par Si respectivement sur A et sur A' . De
plus, A cxerce & la dete t sur A' un effort représenté par le torseur

?A(A', t) ot de mdme, A' cxerce & cettec date sur A un cffort zk,(At, t)

Bn appliquent le principe fondamentel d'une part & A seul puis & A
seul, d'autrc part au systéme constitué par le réunion de A et de A' , on
obtient :

(3.52) ) T (4 B+ 5,0, 0 = JH)

i

(3.5.3) Z @ (2, 8+ T, Gl 8 = JB(w)
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(3.5.4) 37\ T (a VAL, t) = IOR: Ju ()
=1

car le torseur dynamique de A UA' est évidemment éﬁb(t) + gﬁ}(t) .

De plus, puisque A, et A% scnt disjoints on a (3.4.4) :

T (At U A%) = Tj (At) + T (A%) (1 £ €n)
donc, en retranchant (3‘5.2). et (3.5.3) de (3.5.4) , on obtient :
(3.5.5)  €alag, £) + T (4, 8) = 0

Bn peut énoncer :

Théoréme des actions mutuelles. Le torseur représentant 1'effort exercé par
1Y P

le systéme matériel A sur le systéme matériel A' , disjoint de A , est, &
chague instant, 1'opposé du torseur représentant 1l'effort exercé par A' sur

A

D'autre part, on rappelle qu'un torseur T est un élément de §' , duel de
l'espace § des champs de vecteurs équiprojectifs sur & , c'est & dire une

forme linéaire sur § . A tout champ de vecteurs ¢quiprojectif W , le torseur

% associe donc un récl T Gﬁ) . On utilise en Mécanique la terminologie sui-

vante,

Définition. Soit T un torseur sur l'espace affine euclidien & , et kij

un champ de vecteurs équiprojectif sur & . On dit que ¥ est un champ de vec-

teurs vitesse virtuel et que le scalaire réel ¢ Gﬁ) est la puissence virtuel-

le de T, pour le chemp de vecteurs vitesse virtucl 7 .

Dlaprés 1o définition méme, bien évidemment, deux torseurs % et T' sur

@

¢ sont égaux si wh seulement si, pour tout champ de vecteurs vitesse virtuel

Eil , les puissances virtuelles © ﬁﬁ) et T! Gﬁ) sont égales. On voit donc que
le principe fondamental de la dynemique équivaut & 1'énoncé suivant, appelé
principe (ou théoréme, lorsqu'on le considdre comme déduit du précédent) des

puissances virtuelles :

Théoréme des puissances virtuelles. T1 existe un référenticl R/ (dit gali-

léen), et un choix des unités de temps, de massc et dc force (dit cohérent),

pour lesquels, pour tout systéme matéricl A dont toute partie est un systéme

matériel, on ait, & chaque instant T , égalité de la puissance virtuelle du

torseur -~ . RN oo

dynemique de A ot de la puissance virtuellc du tq?séur des efforts

exercés sur A par la réunion de tous les corps physiques eutres que A , pour

tout champ de vecteurs vitesse virtuel W .



23

On voit que sur le fond, le théoréme des puissances virtuelles n'apporte
rien de plus (mais rien de moins) que le principe fondamental. On verra toute-
fois qu'en pratique il peut &tre d'un emploi plus commode en permettant 1'é1limi-

nation de certains efforts (de liaison notamment) difficiles & évaluer.

6 . OQuclques exemples

On va domner dans ce parcgrephe des exemples, d'une part d'efforts exercés
sur un systéme matériel, d'azutre port d'applications du principe fondamental.
Tous les cas rencontrés en pratique (au niveou de ce cours), pour les efforts
exercés sur un systéme metiriel, seront des combinnisons des exemples simples

3., a et b déja vus, et des cas exposés ici.
3

Dans tout ce parngraphc on suppose 1l'espace - temps rapporté & un repéere
galiléen, et le choix des unités cohlrent. A désigne un systéme matériel dont
toute partie mesureblc est cussi un systéme matériel. Pour tout instent t,

Ay est la partic de 1'espace affine cuclidien de dimension 3 & , position de
A & la dnte t . Nous éerivons parfois A au lieu de Ay lorsque nous consi-

dérons la situation & une dote fixée,

Bxemple . Cas o0 A est un point matériel, de masse m ,

ans ce cas le torscur dyneamique de A & la date t est le torsour unifor-
ce, défini par le vecteur 1ié (A (%), nT (t)) ou A (+) €& est la position

de A & la dnte -t , et T (t) le vecteur accélération de A :

2 =
To(y) - LA
a t?

Cela résulte en effet du poragraphe 3.3 a).

On scit aussi (paragraphe 3.4.a) que le torseur des efforts exercés sur
A par la réunion de tous les corps physiques autres que A , est le torseur
uniforce défini par le vecteur 1ié (a (t) ,'? (t)) ou ¥ (t) est la force

exercée sur A (& la dnte t , par tous les autres corps présents) .

Le principe de la dynemique indique que ces deux torseurs uniforces, défini
respectivement por les deux vecteurs liés (A (t) , n T (t)) et (a(t) , F(t))

sont égaux. 11 est bien entcndu équivalent d'exprimer 1'égnlité des deux vecteu

(3.6.1) T (£) =T (%)

Souvent en pratique, la force T (t) est donnée, non directement en fonec-
tion de t , mais on fonction de la position A (t) occupde par A & 1l'ins-
tant t .
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En d'autres termes, il existe alors sur & (ou, éventuellement, une partie de__
& ) un champ de vecteurs ¥ connu, tel que la force exercée sur A & la date

t soit égale & la veleur F (& (t)) du chanp F au point A (t) , position
occupée par A & cette date.

Dans ce cas (3.6.1) s'éerit :

(3.6.2) A 3, (v

a t?

On dit que (3.6.2) est une équatioh différenticlle vectorielle du second

ordre. Si on désigne par xi (t) (1 < ¢ €3) 1les coordonnées de A (t) ,

(3.6.2) éouivaut au systéme de 3 équations différentielles scolaires

2 . '
(.63 2 o op (e (8), x (8), e (1) (1 <0 <3)
dt
o Ty (xi, X2, X3) désigne la {ome composantes de la valeur du champ 7

au point de coordonndes (x4 , X5 , X3).

Considérons le cas particulier ol le champ T est de la forme :
F=09(|ad]|) o

M étant un point quelconque de § , et O 1'origine du repére affine choisi

de & . ¢ est une fonction, définie sur une partie de ‘F{+ et & valeurs réel-
les (on suppose, que si ¢ n'est pas définie sur ﬁ%f entier, le point ¥ tel
que | ol | appartienne au domaine de définition de ¢ ). On dit alors que

F est un champ de forces central. On voit que dans ce cas, la force qui s'exer-
ce sur A , donc aussi l'accélération de A , est & chaque instant t parallé-

le & la droite joignant l'origine 0 a A (%) .

Ainsi par exemple, le mouvement d'une planete autour du Soleil peut en
remiére approximation &tre traité comme le mouvement d'un point matériel dans
P PP p

un champ de forces central de la forme :

_13 (M) = - ' lgf/[ ISO—I\)’[

(k¥ étant unc constante), défini en tout point M de & autre que O . On
montre que toutes les trajcctoires possibles de A sont dans ce cas des co-
niques ayant O pour foyer. Cette loi a été trouvée expérimentalement, pour

les plandtes du systéme solaire, par Képler (1609).

Bxemple 2. Cas ou A est un;niliou continu et ou les efforts excercés sur A
sont définis par une densité volunique ¢t un champ de vgcteurs.




Supposons qu'on ait sur A (t) C € :
-~ une fonction o , & valeurs réelles, suffisamment réguliére ;
- un champ de vecteurs i , lui aussi suffisammcnt régulier.

On sait (Annexe 3 A 2 b) que ces données permettent de définir un torseur
% (A (t)) qui, & un champ de vecteurs équiprojectif W quelconque , fait corres

pondrec

% (a (£) () =M F(x) . ¥ (x) o (x) a®x
jA(t)
On voit méme que & toute pertic mesureble B de A (%) , on peut, d'unc manié-
re analogue, associcr un torseur % (B) (prenant pour le champ de vecteurs
équipro jectif ki , une valeur donnée par une formile annloguc & celle ci-dessus,
1'intégrale étant maintencnt prise sur B) . On montre facilement que T ,

ainsi défini, est une mesure & valeurs dans l'espace vectoriel §' des torseurs.

I1 existe dc nombreux cas ol les efforts exercés par un corps physique S
sur A , s'cxpriment par une mesure T ayant la forme indiquée ci-dessus. Par
exemple, O peut 8tre une densité de chiarge électrique portée par A , et ¥
lc chemp électrique crée par un autre corps électriquement chargé S . Ou en-
core, o peut 8tre la densité de masse (précidemment désignée par p ) du corps
A, et b peut &tre le champ d'accélération 'é de la pesanteur (représentant
1l'effort d'attraction cxcrcé par la Terre sur le corps pesant A) . On consi-
dére souvent, dans 1'étude des phénoménes & une échelle petite auprés des di-
mensions de la Terre, le champ "g comme constant dens 1l'espace, On verra plus
loin que daens ce cas le torseur © (At) est uniforce, ¢t peut &tre représenté
per un vecteur 1ié parclléle a 2 attaché & un point appelé centre de masse
de At .

Txemple 3. Cas ot A est un milieu contimu ct ol les efforts exercés sur A

sont définis par unc densité et un champ de couples.

D'une maniére intuitive, dans l'exemple 2 1l'effort exercé sur un élément
de volume infiniment petit d%x de Ay entourant le point x , était un tor-

seur uniforce défini par le vecteur 1ié, attaché au point x

(x , T (x) p (x) a°® x)
Le torseur représcntant 1l'effort exercé sur A, entier, ou sur une partie B
de At , s'en déduiseit par intégration (dans AL, ou dans B).

On peut aussi imaginer le cas ol l'effort exercé sur un élément de vohume
infiniment petit 4a°%® x de Ay entourant le point x est, non plus un tor-

seur uniforce, mais un couple,
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Relativement peu fréquent, ce cas se rencontre toutefois, par exemple lorsqu'on
a un corps eimanté placé dens un champ magnétique.
On a dans ce cas, sur A (t) :

- une fonction o , & valeurs réelles, suffisamment réguliére, comme dans
le cas précédent ;
- un champ de vecctours jli , 1ui aussi suffisamment régulicr, qui meinte-

nant doit &re considéré comme définissant un champ de couples.

Ces données permettent de définir, pour toute partic mesureble B de Ap s
un couple, c'est & dire un torseur % (B) dont la rdésultantc générale est nul-
le, ¢t dont le moment résultant (en un point quelconque, l'origine par exemple
puisque dans ce cas le champ des moments du torseur est constont) est donné per
la formule :

/// B (%) o (x) a°x

Pxemples 4 et 5 . Cas ou les efforts exercés sur A sont concentrés sur une

surface ou sur une ligne, et sont définis par une densité surfacique du linéi-

que et un champ de vecteurs.

Ces cas sont analogue & l'ezmemple 2 , les intégrales étant maintenant cal-
culées sur une surface ou sur unc ligne, sur laguelle sont concentrés les ef-
forts cxercés sur A . L'expression des torseurs correspondants a été indiquée
en Annexe 3. A. 3. ¢ et 4.

A titre d'illustration, considérons le cas d'un corps solide A , immergé
dans un liquide au repos. Le liquide exerce sur A des efforts concentrés

sur la surfece 2 qui limite 4A ,
- -

Supposons celle~cl réguliére. Fn
tout point =x do cette surface

on peut alors définir un plan tan-
gent ¢t un vecteur unitaire nor-
mel 7B, dirigé vers le liguide.
On montre que l'effort exercé sur

un élément de surfnace infinitési-

mal @° o (x) entourant le point

| x est :

récipientl/z

-p (x) 3a% o (x)

ot p (x) désigne la pression dens le liquide au point x .
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Par 2illeurs, lLes lois de 1'hydrostatique permettent de montrer que :

p(x) =pgz (x)+ po

ol g est le module de 1l'accélération de la pesanteur, p la masse volumique
du fluide, et 2% (x) 1la profondcur du point x (comptée le long de la verti-
cale, & partir de la surface du ligquide, positivement vers le bas). po est
une constante (clest la pression qui régne & la surfece du liquide).

Le torseur % (A) représentant 1'effort oxercéd por le liquide sur le soli
de immergé, s'en déduit par intégration. Sa valeur, pour un champ de vecteurs

équipro jectif W quclconque, est :

Z () (v?)/[ (-pg2(x) +p) B.7 (x) &% o ()
z

Sa résultante géndéralec est :

[[ (~pgz(x)+po)na®o(x)
5

On verra plus loin qu'une formule classique (Ostrogradsky) permet de montrer

que cette intégrale est égale &

e [l = s
A

28
‘—) 2 - - (] . . r'd P
€3 ctant le vectour unitrire vertical dirigé vers le haut. On verra également
que le torscur T (A) ost uniforce, et peut Gtre représenté par un vecteur

1ié attaché & un point appelé centre de volume de A .

RExemples 6 et 7 . Cas ou les efforts exercés sur A sont concentrds sur

une svrface ow sur une ligne et sont définis par une densité surfacique ou 1li-

néique et un champ de couples.

Ces cas sont analogucs & l'exemple 3 , los intégroles étant maintenant cal
culées sur une surface ou sur une ligne sur leouelle sont concentrés les effor
A

exercés sur A , ceux—-ci ¢tant des couples. Nous ne les développerons pas, mai

il est facile de le faire par analogie avec lcs cxemples précédents,

Fxemple 8 . Cas d'un effort concentré en un point.

Certains offorts exercés sur un systéme matériecl A doivent (en général parce
qu'on donne de A une schématisation simplifide) &tre considérés comme con-

centrés en un point de A .

Considérons par cxemplc lc cas oi A st une rouc indéformable, posée sur

un rail redtiligne égalemont indéformable.
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L'effort cxercé par le rail sur la
rouc doit &tre considéré -comme con-
centré eu point P de contact de

la roue avee le rail (justement

poree que, en négligeant les défor-

Rail . .
) mations du rail et de la roue, on

est amené & cons®dérer ce contact comme ponctuel, ce gqu'il n'est pas en toute
rigueua. Rappelons que l'effort exercé per le rail sur les diverses parties de
le roue, est rcprésenté par une mesure T sur A , & valcurs dans 1l'cspace

§' des torseurs, qul & toute partie mesurable B dc A , associe un torseur

)
%7 (B) , offort excrcé par le rail sur B . De maniére précise, dire que 1l'effort

est concentré en P , se traduit nathématiquement par le fait que la mesure T

Py

est une mesure concentrée en P , c'est & dire qu'elle vérifie :

‘C(B):{O si PEB

t(ép}) si PEB
{

1c moment de T (§P}) au point P n'est pas toujours nul
On remarquera qué¥(ce qui serait le cas si 1'effort exercé par le rail sur

la roue était représcntable par une force eppliquée au point P) : il peut
exister un "couple de résistance au roulement".

Considérons un autre exemple de méme nature.
Une poutre rigide est encastrée dans un mur par une de ses extrémités. On peut,

si la section de cette poutre est

/f‘y suffisamient petite auprés de sa
-g;;a longueur, le schématiser par un
v/ segment de droite, touchant le
i:} Poutre 4 2 mur par son extrémité P , son
, ¥ : - autre extrémité Q étant libre.
é;o o L'effort cxercé par le mur sur la
;2 poutre doit, ici encore, &tre con-
/ﬁur sidéré comme concentré au point

P . Comme ci-dessus, le moment au point P du torseur %, ('§P} ) représentant

l'effort cxcrcé par le mur sur le point P , n'est pas en gdénéral nul.

Supposons la poutre horizontale, au repos, et soumise, en plus de l'effort
exercé par le mur, aux efforts de la pesanteur, la masse linéique de la poutre
dtant p . Le torseur G, (A) représcntant les efforts de la pesanteur sur la

poutre A entiére a, pour éléments de réduction au point P

L
résultante générale : - / P g'gg dx=-pg ngz
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L
moment au point P : 6% A (~ P ggz) dx

J

0

L 2
- L -
=‘Pé§93/ x dx=-pg 35 €a
0
o L est la

mant une base

- - - cp s
longueur de la poutre, €4 , €3 , €3 des vecteurs unitaires for-

orthonormée positive,'gi étant paralléle & la poutre et dirigé

-> —> N .
de P vers Q , e, et es peralleéles au mur et, respectivement, vertical

dirigé vers le haut ot horizontal.

Le torscur dynomique de le poutre étant nul, le principe fondamental montre
que

T ({P1) + T, (2) = 0
v
On en ddéduit les é1léments de réduction de Ty (iP}) au point P

résultante générale : pglex

moment cu point P P &g 5




Annexe au chapitre IIT

3. A.053 Torseurs sur un espace affine esuclidien de dimension 3 .

Soit & un espace affine euclidicen, de¢ dimension 3 , K4 1l'esvace vecto-
riel associé, qu'on supposcra orienté. On a vu (Annexe au chapitre TI) que 1'en-

senblc des champs de vecteurs équiprojectifs sur & , est un espace vectoriel

de dimension 6 , qu'on désignera par § .

Définition. On appelle torseur sur l'espace affine euclidien & , toute forme
linéaire a sur l'espace vectoriel § des champs de vecteurs équiprojectifs

sur & . (C'est & dire toute application lindaire a de § dans R ).

On sait (cours de mathématiques) que 1l'ensemble des torseurs sur & est
un espace vectoriel §' , appelé dual de § , dont la dimension est égale a

celle de 4, c'est & dire 6 .

Soit P un point quelconquec de € . On sait que tout champ de vecteurs
équiprojectif Ve § , cst déterminé par la donnée de deux vecteurs de K ,

appelés éléments de réduction de V au point P :

- la valeur V (P) du champ V au point P

- le vecteur taux de rotation Iy} de 'v .

De plus, 1l'application V- (7 (P) ,-5) qui, & un champ de vectours équi-
projectif Ve g , falt corrcspondre ses éléments de réduction en un point P

Tixé,  cst un isomorphisme de 1'espace vectoriel & sur 1l'espace vectoriel

TxT.

Par conséquent, pour définir un torseur a € ', c'est & dire une forme
lindaire sur § , on peut lorsqu'on point P de & a été choisi, se donner
une forme lindaire sur € x & . Or, ? étant euclidien, toute forme linéaire
sur ®x & ocst déterminée par la donnée de deux vecteurs R et ® de B :
le doublet (R ,'ﬁ) définissant en effet l'application lindaire de FTxE® -

dans W% :

(ﬁ ,’3):$'§ .a o+ W . E: H (3 ,'3) €E¥x? .

On voit donc que tout torseur o peut 8tre défini, une fois choisi un poini
P de &, par la donnée de¢ deux vectours (R (P) , ¥ (P)) éléments de & (on
écrit maintenant R (P) et ™ (P) au liew de R ot b4 pour souligner le

fait que ces vecteurs peuvent dépendre du choix de P ) ; le torseur a défini
par (B (P) , ¥ (P)) est alors 1'applicetion linéaire de § dans ﬁ% :

¥ > a =3@® .T® + ¥ .0

(¥ (p) , ©) étant les éléments de réduction de V au point P .
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On dit que (ﬁ (P) ,'ﬁ (P)) sont les éléments de réduction du torseur a

au point P . On va voir comment ils varient lorsque le point choisi P varie.
On sait que si Q est un autre point de § , tout champ de vecteurs équiprojcc-
tir ¥ qui a pour éléments de réduction au point P (7 (p) ,-ﬁ) , a pour élé-

monts de rsduction au point 0 (v (9) ,'ﬁ) avec :
V() = T( +« 0 r P

(s > < s st
Fn écrivant o (V) de deux manidres différentes on a :

o (N

it

@) .¥@) +H(p) .0
(o) . (V(p)+daPY) + (q) .7

dtotr (en utilisant la propriété d'antisymétrie du produit mixte)
R -FE).¥V@ + @@ -F@E-T()rr) . .d=0

Ceci doit &trc vrai pour tout V € g , c'est & dire pour tout choix des deux

vecteurs V (P) et Tl . Bn faisant d'abord 1= O on voit guton doit avoir

(ﬁ (Q) -‘ﬁ (P)) .'V (P) =0 quel que soit ki (P) ce qui imposc :

(o) =R () =%

En remplacant 7 (0) et 3 (P) nar 7 (puisqu'on vient de volr que ce

vectour ne dépend pas en Fait du point choisi) on voit qu'on doit encore avoir :

M) - -Tadh .0=0 quel que soit 1! ce qui impose :

H(Q) =T (P) + R4 Ph

On peut donc énoncer :

Proposition- Lorsqu'on a choisi un point P de & , tout torscur a peut
&tre défini par la donnde de deux vecteurs (ﬁ ,'ﬁ (P)) , tous deux éléments
de ¥ , appelés éléments de réduction du torseur o =au point P . Le premicr,

R, est indépendant du choix du point P . On 1l'esppelle résultante générale

du torsecur a . Lc second W (p) , varie avec le choix du point P € § selon
la formule :

M (0) =% (P) + B AP

On 1l'appclle moment du torseur o au point P . Si V cst un champ de vecteurs

P . . , . =
équiprojectif de vecheur taux de rotation 0 , la veleur de a (V) est :

o) =F.F (@ +W(p) .7
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Remarque. Soit un torseur a . L'application de & dans i qui, a tout point
P , fait corrcspondre le moment bl (P) du torseur o au point P , est visi-

blement un champ do vecteurs équiprojectif dont le vecteur taux de rotation est

la résultante généralc % de a . C'est pourquoi en pratique, on confond sou-
vent les notions de champ de vecteurs équiprojectif, et de torsecur : cela est
1légitime carétout torseur on peut faire correspondre le champ de vecteurs équi-
projectif de ses moments, et réciproquement, a tout champ de vecteurs équipro~
jectif V¥ on peut faire correspondre le torseur qui a pour résultante généra-
le le vecteur rotation @ de V , et pour moment en un point P , la valeur
K (P) de V on ce point. Un torseur et un champ de vecteurs équiprojectif
sinsi mis en corrcspondance seront dite associés. On vérifie que cette corros-
pondance est un isomorphisme de l'espace vectoriel § des champs de vecteurs
équiprojectifs sur son dual §''. L'existence d'une telle bijection est parti-
culiére au cas ou 1l'espace ? ost euclidien et de dimension 3 , et il parait
préférable, pour éviter certaines confusions, de considérer comme distinctes
les deux notions de torseur, ct de champ de vecteurs équiprojectif. C'est ce

qui sera fait dans la suite de ce cours,

3. A. 2, Classification des torseurs.

a) Couples Un torseur a (suf 1l'espace effine euclidien de dimension
3 oricnté ¥ ) est appclé couple si sa résultante générale R ost nulle. Dans

ce cas, le moment bl (P) de o on un point P de & , ne dépend pas du choix

du point P .

Tl ecst facile de vérifier qu'un torseur o est un couple si et sculement
si, pour tout champ de vecteurs constant V sur & (c'est & dire, avec la
terminologie de 1'Annexe au chapitre IT , pour toute translation infinitési- -
male 7 )ona a(V): 0

b) Torseurs uniforces Un torseur o est dit uniforce (ou univecto-

riel) s'il existe un point P de & , tel que le moment W (P) de a au
point P soit nul. Supposons de plus la résultante générale R du torseur
uniforce o« mnon nulle L, b, . L To o A oo R T

{16 cas controire étant™trivial, o étant alors nul),
On voit alors,~ﬁﬁpprés 1n,formuln

R =T (®) +F AR

que le moment de¢ a en un point Q de & est nul si et seculement si Q est

situé sur la droite A passant par P et parclleéle & B . Cotte droite est

appelée axe du torseur o .



L

c) Cas géndral. Tout torseur a peut, d'une infinité de manidres
si sa résultante générale T cst non nulle, 8tre décomposé en une somme d'un
couple o, et d'un torseur uniforce a, . Il suffit en effet de choisir un
point P quelconque de & , et de prendre pour a, et a, lcs torseurs dont

les éléments de réduction au point P sont respectivement :

(0, T (p) pour ay

@, 0 ) pour a,

(B, (P)) désignent ti les éléments de réduction de a au point P . Parmi
toutes ces décompositions possibles, correspondant aux divers choix possibles

du point P , il cn est unc privilégiée pour laquelle le moment b (?) du cou-
ple a4 est module minimum. Le raisonnement permettant de la déterminer est
identique & celui fait dens 1'Annexc au chapitre IT, dans le cas d'un champ de
veoteurs équiprojectif. La droite A passant par un point P tel que l'ﬁ (®) |
soit minimum ; et paralléle & R , est appelée axe du torseur a (1e minimum

de | W (®) | étent nul, si cotseulement si le torseur o est uniforce).

A.3 Torscur déterminé par la donnée d'une mesure vechoriclle

' >

Tes torseurs roncontrés en Héceniogue sont généralement déterminés par la
| g

donnéc d'unc mesure vectorielle sur 1l'esprce affine euclidien de dimension 3

orienté & . La notion de mesure vectorielle (qui se rattache & celle dec mesure
positive, dont la définition a été esquissée dens le parsgraphe 3.2) n'étant
pas au programme, on se contentera d'indiquer icl les cas particulicrs les plus

fréquemment rencontrés,

a) Torscur déterminé por vne famille finie de vectcurs 1iés.

On rappelle qu'un vectcur 1ié sur 1l'espace affine & est un doublet
(w ,'ﬁ) constitué par un point N de € et un vecteur ¥ &lément de 1'espace

vectoricl & associé a § .

Considérons unc famille d'un nombre fini p de vecteurs 1iés (N} ,'ﬁa )
(1 € €£p) . On peut définir un torseur a , dit déterminé par la famille

(vg s ?}) s, cn posant, pour tout champ de vecteurs équiprojectif Ve s
jY P

2
a® =) F LT )

Le sccond membre cst visiblement une forme linéaire, donc on définit bien ainsi

un torseur.
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Pour trouver ses éléments de réduction en unrnpoint P quelconque de & , il
P ’

suffit d'éerire (ﬁ désignant le vecteur taux de rotation de V )
K (N3) =7 (p) +ﬁAPTI;,

d'ou (en utilisant le produit mixte pour remplacer F; . (AP W;) par
(P_NL A‘fi) .-ﬁ) :
2 2
a('\?):(Zf&).TI(P)+( 8 T
= =

Cotte espression montre que les éléments de réduction (R s T (P)) de o au

point P sont :

: 2
® = ) iza H ﬁ(P):/ PT\HA?L
=1 , =1
Remerque 1. Le torseur déterminé par un vecteur 1ié unique (N , ) est

manifestement uniforce. Le torseur déterminé par deux vecteurs lids (N, , _131)
et (N; , F,) tols quo Fy+T,=0, est un couple. Cela expligue la tcrmino-

logie employée.

Remarque 2. Ttant donné un torseur quelconque a , il est possible, d'unc

infinité de maniéres, do choisir une famille finie (N, , 7)) (1 s ¢
o
dc vecteurs 1liés qui lc détermine. On peut méme toujours s'arranger pour que

lc nombre p de vecteurs lids soit inféricur ou égal & 2 (p peut 8tre égal 2

1 8l et seulement si o est uniforce).

Remsrgue 3, Le torseur déterminé par une faiille finie ( ¥ s ?L )
(1 € i €p) de vecteurs 1ids, n'est pas modifié si on remplace chaque point

Ni per un autre point N{ situé sur la droite passant par N; et paralléle

a Fi . Cela résulte en effet de :

P! A T = (P“N1+NT—N>{)A?L = PN 4 T

o) .
si Ni N} est paralléle & ¥ .

b) Torscur défini par une densité volumique ct un champ de vecteurs.

L4

On se donne, sur une partic wésurable A de & :

- une fonction p , dite densité volumique, en général suffisamment
régulitre (par cxemple continue par morceaux) , & valcurs réelles (mais pas

nécegsairement > O) .



N

- un champ d¢ veeteurs kil qui, & tout point x de A , associc un

vectour W (x) €® , supposé lui aussi suffisamment régulier.

Dans lcs applications & la mdcanique, A sera souvent la position, & un
instant fixé, d'un corps physique. La fonction p pourra &tre la densité de
masse (ou masse volumique) de ce corps. Mais p pourra 8tre aussi la densité
d'une sutre propriété du corps, par cxemple la densité de charge €lectricuc, ce

qui explique que p puisse prendre des valeurs de signc quelconque.

Ccs données déterwinent un torseur o , sous certaines conditions d'intégra-
bilité (satisfoites notamment si 4 , p et T sont bornés), dit torseur déter-
miné par lo densité p et Je champ de vecteurs T . on peut cn effet pbser,

pour tout chump de vecteurs équiprojectif v .

o (¥) = //f F (o .7 () p () a°x

A

Un caleul analogue & celui fait dans le paragraphe précédent, permet de dé-

terminer les éléments de réduction (ﬁ ,'ﬁ (P)) ,de a en un point quelconque

£,
P € & (il suffit de remplacer le somme finie > par l'intégrale) :
[y

ﬁﬁ%ﬁ@pwwx

# (p) =./{{ Px A ¥ (x) p (x) a%x .
A

1=1

c) Torseur défini par unc densité superficiellc et un champ de vecteurs,...

A cst maintenant une surface de & , qu'on suppose suffisamment ré-
gulidre (par exemple de classe C! par morceaux) , pg une fonction suffisa-
mment réguliére (par exemple continue par morceaux) définie sur A , ot 7
un champ de vecteurs (supnosé, par exemple, continu par morcesux) défini sur A .
Ces doandes déterminent un torseur o (sous réserve de conditions d'intégrabi-
lité, satisfaites si A, p et 7 , ainsi que la surface totzle de A sont
bornés), oxactement comme dans le cas précédent, les intégrales “xinlos £imnt
remplécées por aes intégféles de surfrce sur A pour tout charp de vecteurs

équiprojectif V on a :

am=ﬁﬁm.Wg%ma%u>



et los éléments de réduction de a en un point P quelconque de & sont :

.

Tl 7 p (0 0@

JJ

A
M (P)= f/ Px A T (x) P (x) a0 (x)
A

d) Torscur défini par unc densité linéique ct un champ de vecteurs

A est maintenant une courbe de § , suffisemment réguliére (par
exemple de classe C* par morceaux) , p;, une fonction définic sur A (par
cxemple coantinue par morceaux) ct F un champ de vecteurs défini sur A (par
excmple continu par morcesux). Comne ci-dessus, sous réserve de conditions d'in-
tégrabilité (satisfaites si p et F sont bornés, ainsi que 1z longucur tota-
lo de la courbe A) cos données définissent un torscur o , Les formules don-
nant a CV) pour un champ de vecteurs équiprojectif v quelcongue, ainsi que
los éléments de réduction 1 et W (P) d¢ o cn un point P quelconque de
% , sont les mémes que ci-dessus, & ceci prés que les intégrales sont mainte-

nant des intégrales curvilignes sur la courbe A :

a (V)

it

/?m.ﬂﬂ%&MMﬂ
A ,

R

i

[RICEENCERC

A

ﬁ@h/faA?wpgwu<ﬂ

A

e) Torscur déterminé par une mesurc réeclle et un champ de vecteurs.

Les quatre cas précédents, peuvent &tre considérés comme des cas
particuliers du cas présent, ol on sc donne sur une portie A de & une mesu-
ro réelle m , et un champ de vecteurs T suffisanmont régulier, La théorie
de la mesure n'étant pas au programmec nous n'insisterons pas sur les aspects
théoriques relatifs & cc cas, mais nous en utiliscrons, & l'occasion, les nota-
tions, car elles sont plus condensées et plus commodes que celles introduites
précédemment. On devra simplement savoir ce que ces notations signifient, dens

chacun des cas précédents.
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Le ces a) ost celui oi A est un ensemble fini {:Nl, cee Np } ol la

mesure m prend la veleur 1 sur chacune des parties de A contenant un seul
point N; , et ou le champ de vecteurs F prend la valeur ‘ﬁi au point Nj .
Les cos b) , ¢) , d) sont ceux ou la mesure m cst déterminée par la donnée
d'une densité soit volumique p , soit superficielle Py > soit linéique P,

au sens indiqué paragraphe 3.2 .

On définit le torseur a en posant, pour tout champ de vecteurs équiprojec-
tif ¥ :

a(¥) = /. § (x) .-? (x)b d m (x)

it

1'intégrale désignant ici une intégrale sur A , relativement & la mesure m .

De mdme, les éléments de réduction du torseur o en un point P quelcon-

que de & s'expriment par les intégreles (relativement & la mcsure m )

8 /A?(x) am (x)

ﬁ(P):/P‘*x AF(x)dan (%

A

Remarque Si A cst une fonction partout non nulle et si on remplace la me-
sure m par A m et, simdtanément, le champ de vectours ¥ par % , cela

nc modifie pas le torseur défini. On peut dire que ce torseur ne dépend que du
produit de la mesurc m et du champ de vecteurs T . Colui-ci esf ce qufon

appelle une mesure & valcurs vectorielles (a'oh le titre de ce paragraphe).




