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1 Les structures de Poisson : propríetés ǵenérales

1.1 Pourquoi les structures de Poisson ?

On a vu que la réduction symplectique d’une variété symplectique(M,ω) comportait deux
étapes :

1. restriction à une sous-variété de rang constantN deM,

2. quotient deN par son feuilletage caractéristique.

La structure symplectique n’est rétablie quà l’issue de la seconde étape. Elle n’est pas stable
sous l’efffet d’une de ces deux opérations, effectuée seule :

– la restriction à une sous-variétéN transforme la forme symplectique deM en une 2-forme sur
N, fermée, maispas forćement non d́eǵeńerée; Lorsqu’elle est de rang constant, la 2-forme
fermée ainsi induite surN est diteprésymplectique.

– le quotient par un feuilletage, appliqué à une variétésymplectique, fait apparaı̂tre une notion
nouvelle, celle destructure de Poisson.

1.1.1 Origine des structures de PoissonLe crochet de Poissonde deux fonctions définies
sur le fibré cotangentT∗N à une variétéN a été découvert par Siméon Denis Poisson en 1809
[21]. Lagrange et Poisson l’ont employé pour résoudre le problème de variation des constantes
d’intégration. Ils n’ont considéré cependant que le crochet des fonctions coordonnées, pas celui
de deux fonctions quelconques, et n’ont pas mentionné la propriété la plus importante de ce
crochet : l’identité de Jacobi, découverte par Carl Gustav Jacobi [7].

Ce n’est qu’au cours de la seconde moitié du XX-ème siècleque la notion de structure de
Poisson, sous sa forme générale, a été identifiée et systématiquement étudiée.

L’étude approfondie des structures de Poisson est due à André Lichnerowicz [16] et indépen-
damment Alexander Kirillov [8], Alan Weinstein [27].

1.2 Définition et premières propriétés

1.2.1 D́efinition. Une structure de Poissonsur une variété différentiableM est déterminée par
la donnée d’une loi de composition sur l’espaceC∞(M,R), appeléecrochet, ( f ,g) 7→ { f ,g} ,
vérifiant les propriété :

– bilinéarité,
– antisymétrie,{g, f} = −{ f ,g},
– identité de Jacobi, {

f ,{g,h}
}

+
{

g,{h, f}
}

+
{

h,{ f ,g}
}

= 0,

– identité de Leibniz
{ f ,gh} = { f ,g}h+g{ f ,h} .

1.2.2 Remarques.D’après les trois premières propriétésC∞(M,R), avec le crochet pour loi de
composition, est une algèbre de Lie.

La troisième propriété a pour conséquence : la valeur{ f ,g}(x) en un pointx∈ M du crochet
des fonctionsf et g ne dépend que ded f(x) et dedg(x), de manière bilinéaire antisymétrique.
La proposition suivante en découle.
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1.2.3 Proposition. Sur une varíet́e M munie d’une structure de Poisson, il existe un unique
champ de bivecteursΛ ∈ A2(M), deux fois contravariant et antisymétrique, appeĺe tenseur de
Poisson, tel que le crochet{ f ,g} de deux fonctions ait pour expression

{ f ,g} = Λ(d f,dg) .

On dit alors que(M,Λ) est unevariété de Poisson.

1.2.4 Observation importante Soit Λ un champ de tenseurs deux fois contravariant et anti-
symétrique défini sur une variété différentiableM. On définit une loi de composition surC∞(M,R)
en posant, pourf etg∈C∞(M,R)

{ f ,g} = Λ(d f,dg) .

Cette loi de composition est bilinéaire, antisymétrique, et elle vérifie l’identité de Leibniz

{ f ,gh} = { f ,g}h+g{ f ,h} .

Mais elle ne v́erifie pas ńecessairement l’identité de Jacobi, de sorte que(M,Λ) n’est en
géńeral pasune variété de Poisson.

1.2.5 Proposition.SoitΛ un champ de tenseurs deux fois contravariant et antisymétrique d́efini
sur une varíet́e diff́erentiable M. On d́efinit une loi de composition sur C∞(M,R) en posant

{ f ,g} = Λ(d f,dg) , f et g∈C∞(M,R) .

Les deux propríet́es suivantes sontéquivalentes.

1. Cette loi de composition vérifie l’identité de Jacobi, donc fait de(M,Λ) une varíet́e de
Poisson.

2. Le champ de bivecteursΛ vérifie
[Λ,Λ] = 0,

le crochet figurant au membre de gauche de cetteégalit́e étant lecrochet de Schouten-
Nijenhuis.

1.2.6 Commentaire Le crochet de Schouten-Nijenhuis est une loi de compositionsur l’algèbre
A(M) des champs de multivecteurs, qui prolonge de manière naturelle le crochet des champs de
vecteurs, défini surA1(M). On verra plus loin sa définition et ses propriétés.

1.2.7 Exemples de varíetés de Poisson

1. Premier exemple. Toute variété symplectique(M,Ω) possède une structure de Poisson
associée à sa structure symplectique. Son tenseur de PoissonΛ est l’image de la forme symplec-
tiqueω par le prolongement aux puissances extérieures de l’isomorphisme

Λ♯ : T∗M → TM , inverse de ω♭ : TM → TM , v 7→ ω♭(v) = −i(v)ω .

Λ ainsi défini vérifie[Λ,Λ] = 0 parce queω vérifiedω = 0.

Inversement, si(M,Λ est une variété de Poisson dont le tenseurΛ est partout de rang dimM,
M possède une forme symplectiqueω dontΛ est le tenseur de Poisson associé.
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2. Second exemple. Soit G une algèbre de Lie de dimension finie etG∗ l’espace vetoriel
dual. Le crochet[ , ] de l’algèbre de LieG est une loi de composition sur les fonctions linéaires
surG∗, puisque l’espace formé par ces fonctions est le dual deG∗, c’est-à-dire le bidual deG,
qu’on identifie naturellement àG.

On prolonge cette loi de composition à l’espace de toutes les fonctions différentiables surG en
posant

{ f ,g}(ξ ) =
〈

ξ ,
[
d f(ξ ),dg(ξ )

]〉
, ξ ∈ G∗ , f etg∈C∞(G∗,R) .

On vérifie aisément que ce crochet définit bien une structure de Poisson surG∗, appeléestructure
de Kirillov–Kostant–Souriau. Découverte par Sophus Lie, elle a été redécouverte (150 ans plus
tard !) par ces auteurs.

1.2.8 D́efinition. Soient(M1,Λ1) et(M2,Λ2) deux variétés de Poisson. Une application différentiable
ϕ : M1 → M2 est ditede Poissonsi pour tout couple( f , g) de fonctions éléments deC∞(M2,R)

{ f ◦ϕ,g◦ϕ}M1 = { f ,g}M2 ◦ϕ , ou {ϕ∗ f ,ϕ∗g}M1 = ϕ∗{ f ,g}M2 .

1.2.9 Proposition.Soient(M1,Λ1), (M2,Λ2) et (M3,Λ3) trois variét́es de Poisson,ϕ : M1 → M2
et ψ : M2 → M3 des applications diff́erentiables.

Si ϕ et ψ sont de Poisson,ψ ◦ϕ : M1 → M3 est de Poisson.

Si ϕ est surjective et de Poisson etψ ◦ϕ de Poisson, alorsψ est de Poisson. En particulier si
ϕ : M1 → M1 est un diff́eomorphisme et est de Poisson,ϕ−1 est de Poisson.

1.2.10 D́efinition. Soit (M,Λ) une variété de Poisson.À chaque fonctionf ∈ C∞(M,R) on as-
socie le champ de vecteursXf = Λ♯(d f), appeléchamp de hamiltonien f.

1.2.11 Proposition.Soient f et g∈C∞(M,R). On a

{ f ,g} = i(Xf )dg= −i(Xg)d f = Λ(d f,dg) .

On a aussi
[Xf ,Xg] = X{ f ,g} .

De plus, soit(t,x) 7→ Φ(t,x) = Φt(x) le flot de Xf Alors pour tout t∈ R, Φt est une application
de Poisson (d’un ouvert de M sur un autre ouvert de M).

Démonstration.Le lecteur verra aisément que les deux denières propriétés sont des conséquences
de l’identité de Jacobi.

2 Feuilletage symplectique d’une varíeté de Poisson

2.1 Espaces et champ caractéristiques

2.1.1 D́efinition. Soit (M,Λ) une variété de Poisson. On appelleespace caractéristiqueen un
pointx∈ M le sous-espace vectorielΛ♯(T∗

x M) de l’espace tangentTxM, formé par les valeurs en
x de tous les champs de vecteurs hamiltoniens possibles.

2.1.2 Remarque.Le sous-ensembleΛ♯(T∗M) du fibré tangentTM n’est en ǵeńeral pasun sous-
fibré vectoriel, car son rang en chaque pointx (dimension deΛ♯(T∗

x M)) dépend en général du
point x considéré. Cependant, il est complètement intégrableen un sens généralisé, comme le
montre le théorème suivant.

2.1.3 Th́eorème.Le champ de directions caractéristiquesΛ♯(T∗M) est compl̀etement int́egrable
au sens de Stefan et Sussmann, et définit un feuilletage de Stefan, appelé feuilletage symlectique
de la varíet́e de Poisson(M,Λ).
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2.1.4 Commentaire. Le feuilletage symplectique d’une variété de Poisson(M,Λ) n’est pas
un feuilletage au sens usuel, car les feuilles ne sont en général pas toutes de la même dimension.
Ses propriétés sont :

1. par chaque point deM passe une feuille unique, sous-vériété immergée deM, tangente en
chacun de ses pointsx à l’espace caractéristiqueΛ♯(T∗

x M) ;

2. les feuilles symplectiques forment une partition deM ;

3. chacune de ces feuilles possède une structure de variété symplectique telle que son injec-
tion canonique dans(M,Λ) soit de Poisson ;

4. la valeur en un pointx ∈ M du crochet{ f ,g} de deux fonctions ne dépend que de la
restriction de ces deux fonctions à la feuille symplectique passant parx.

2.2 Exemples de feuilletages symplectiques

2.2.1 Premier exemple. Le feuilletage symplectique d’une variété symplectiqueconnexe
(M,ω), munie de sa structure de Poisson associée, comporte une seule feuille symplectique,
la variét́e M entìere.

2.2.2 Second exemple.Soit G un groupe de Lie connexe,G son algèbre de Lie etG∗ l’espace
dual deG. On a vu queG∗ possède une structure de Poisson naturelle. Ses feuilles symplectiques
sont lesorbites de la repŕesentation coadjointedeG.

2.3 La structure de Poisson transverse

2.3.1 Proposition. Soit (M,Λ) une varíet́e de Poisson et S une de ses feuilles symplectiques.
Il existe une varíet́e de Poisson(Q,ΛQ), de dimensiondimM − dimS, un point s∈ Q tel que
ΛQ(s) = 0, un voisinage U de S dans M et un difféomorphisme de Poissonϕ :U →S×Q muni de
la structure de Poisson produit (Śetant munie de la structure de Poisson associéeà sa structure
symplectique), tel que pour tout x∈ S,ϕ(x) = (x,s).

Le germe en s de la structure de Poisson de Q est détermińe de manìere unique et appelé
structure de Poisson transverseà la feuille symplectique S.

2.3.2 Corollaire (Analogue du théorème de Darboux). Soit p un point de la variét́e de Poisson
(M,Λ), n la dimension de M et2l le rang deΛ(p). Il existe une carte de M dont le domaine est
un voisinage ouvert U de p et dont les fonctions coordonnées x1, . . . ,xl , y1, . . . ,yl , z1, . . . ,zn−2l

vérifient

– pour1≤ i, j ≤ l, 1≤ k≤ n−2l,

{xi ,x j} = {yi ,y j} = 0, {xi ,y j} = δi j , {xi ,zk} = {yi ,zk} = 0,

– pour1 ≤ k, m≤ n−2l, les {zk,zm} ne sont fonction que des variables z1, . . . ,zn−2l et
sont nuls au point p.

2.4 Linéarisation locale d’une structure de Poisson

2.4.1 Proposition. Soit (M,Λ) une varíet́e de Poisson et p∈ M tel queΛ(p) = 0. L’espace
cotangent T∗p M poss̀ede une structure d’alg̀ebre de Lie dont le crochet est défini par

[ξ ,η] = d
(
{ f ,g}

)
(p) ,

où ξ etη ∈ T∗
p M, et òu f et g∈C∞(M,R) sont deux fonctions telles que d f(p) = ξ et dg(p) = η.
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Démonstration.Ainsi défini [ξ ,η] ne dépend que ded f(p) et dedg(p), non du choix def et g,
parce queΛ(p) = 0 (simple calcul en coordonnées locales). L’identité de Jacobi vérifiée par le
crochet de Poisson implique l’identité de Jacobi pour le crochet[ , ].

2.4.2 Corollaire. Soit(M,Λ) une varíet́e de Poisson et p∈M tel queΛ(p) = 0. L’espace tangent
TpM poss̀ede une structure de Poisson linéaire, d́etermińee par le jet d’ordre 1 de la structure de
Poisson de M au point p, appelée lalinéariséede la structure de Poisson de M au point p.

Démonstration.L’espace tangentTpM peut être considéré comme le dual de l’espace cotangent
T∗

p M, qui possède une structure d’algèbre de Lie, doncTpM est naturellement muni d’une struc-
ture de Poisson linéaire.

2.4.3 Remarque.L’équivalence d’une structure de PoissonΛ et de sa linéarisée en un point où
Λ s’annule a donné lieu à de nombreux travaux, notamment de Jack Conn, Pierre Molino.

2.4.4 Linéarisation de la structure transverse.Soit(M,Λ) une variété de Poisson,p∈ M tel
queΛ(p) soit de rang 2k≥ 0, etS la feuille symplectique passant parp. On a vu qu’un voisinage
U de S dansM pouvait être identifié, par un difféomorphisme de Poisson, au produitS×T de
la feuille symplectiqueS et d’une variété de Poisson(T,ΛT), la feuille symplectiqueS étant
identifiée àS×{s}, s étant un point deT tel queΛT(s) = 0.

Linéariser la structure de Poisson transverse à la feuille S, c’est linéariser la structure de Pois-
sonΛT au points.

L’espace vectoriel qui porte cette structure de Poisson linéaire est l’espace normalNx = TxM/TxS
à la feuille symplectiqueSen un quelconque de ses pointsx.

3 Quotients de varíetés de Poisson

3.1 Submersions de Poisson

3.1.1 Proposition.Soit(M,Λ) une varíet́e de Poisson etπ : M → N une submersion surjective.
Les deux propríet́es suivantes sontéquivalentes.

1. Pour tout couple( f ,g) de fonctionśeléments de C∞(N,R), le crochet de Poisson{ f ◦π,g◦
π} est constant sur chaque fibreπ−1(x), x∈ N.

2. Il exite sur N une structure de PoissonΛN telle queπ : M → N soit une application de
Poisson.

Lorsque c‘est le cas, cette structure de Poisson sur N est unique.

3.1.2 Remarque.Ces conditions sont satisfaites, notamment, lorsque pour tout point x ∈ N,
π−1(x) est connexe et que kerTπ est localement engendré, au voisinage de chaque point deM,
par des champs de vecteurs hamiltoniens.

3.2 Cas des varíetés symplectiques

La proposition précédente prend une forme particulièrement simple lorsque(M,Λ) est une
variété symplectique(M,ω), munie de la structure de Poisson associée àω, et queπ : M → N
est la projection deM sur la variété des feuilles d’un feuilletage régulierF deM, engendré par
un sous-fibré complètement intégrable kerTπ deTM. On a dans ce cas le théorème suivant.
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3.2.1 Th́eorème(P. Libermann). Soit(M,ω) une varíet́e symplectique etF un feuilletage de M.
On suppose ce feuilletage simple, c’est-à-dire tel que l’enseble N des feuilles possède une struc-
ture de varíet́e diff́erentiable telle que la projection canoniqueπ : M → N soit une submersion.
On a alorsF = ker(Tπ). Les trois propríet́es suivantes sontéquivalentes.

1. Il existe sur N une structure de Poisson pour laquelleπ : M → N est une application de
Poisson.

2. Le feuilletageF = ker(Tπ) estsymplectiquement complet, c’est-̀a-dire tel que le crochet
de Poisson de deux intégrales premìeres de ce feuilletage soit une intégrale premìere.

3. L’orthogonal symplectiqueorth
(
ker(Tπ)

)
est compl̀etement int́egrable.

3.2.2 Paires duales.Dans les hypothèses du théorème précédent, on a une variété symplec-
tique (M,ω) munie de deux feuilletages symplectiquement orthogonaux,définis par les deux
sous-fibrés complètement intégrables kerTπ et orth(kerTπ). Le premier a été supposé simple
puisqueπ : M → N = M/kerTπ est la projection sur la variété des feuilles.

Si le deuxième feuilletage, défini par orth(kerTπ), est lui aussi simple (il est toujours possible,
localement, de se ramener à ce cas), on a une seconde projection ϖ : M → P = M/orth(kerTπ),
et il existe surP une structure de Poisson uniqueΛP telle queϖ soit une application de Poisson.

A. Weinstein [27] appellepaire dualela paire de variétés de Poisson formée par(N,ΛN) et
(P,ΛP). Il a montré que leurs structures de Poisson transverses, en deux pointsπ(x) et ϖ(x),
images parπ et parϖ d’un même pointx∈ M, sont anti-isomorphes.

3.3 Exemple : quotients du fibŕe cotangent.

SoitG un groupe de Lie connexe. On munit son fibré cotangentT∗G de sa forme symplectique
canoniqueωG.

Les actions deG sur lui-même par translation :

L : (g,h) 7→ Lg(h) = gh, R : (h,g) 7→ Rg(h) = hg, g eth∈ G,

se relèvent en des actions deG sutTG et surT∗G

TL : (g,X) 7→ TLg(X) , TR: (X,g) 7→ TRg(X) ,

L̂ : (g,ξ ) 7→ L̂g(ξ ) = t(TLg−1)(ξ ) , R̂ : (ξ ,g) 7→ R̂g(ξ ) = t(TRg−1)(ξ ) .
〈t(TLg)(ξ ),X

〉
=

〈
ξ ,TLg(X)

〉
,

〈t(TRg)(ξ ),X
〉
=

〈
ξ ,TRg(X)

〉
.

3.3.1 Proposition. Les actions de G sur T∗G, à gaucheL̂ et à droite R̂, commutent et sont
hamiltoniennes. Leurs orbites sont les images, respectivement, des1-formesinvariantes à gauche
et des1-formesinvariantes à droitesur G. Leurs moments JL et JR ont pour expression

JL(ξ ) = R̂h−1(ξ ) , JR(ξ ) = L̂h−1(ξ ) , ξ ∈ T∗
h G.

3.3.2 Remarque.JL(ξ ) et JR(ξ ) sont les valeurs, à l’élément neutree, respectivement, de la 1-
forme invariantèa droiteet de la 1-forme invariantèa gauche, qui prennent la valeurξ au point
h.

En conséquence,JL est constant sur chaque orbite de l’actionR̂ et JR est constant sur chaque
orbite de l’action̂L.
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3.3.3 Proposition.Le moment JL estéquivariant pour les actions de G̀a gauche,̂L sur T∗G, et
coadjointe sur T∗e G identifíe à G∗

(g,ζ ) 7→ Ad∗
g(ζ ) = L̂g◦ R̂g−1(ζ ) , g∈ G, ζ ∈ T∗

e G.

Le moment JR estéquivariant pour les actions̀a droite de G,̂R sur T∗G, et coadjointe modifíee
(pour devenir une actioǹa droite) sur T∗e G identifíe à G∗

(ζ ,g) 7→ Ad∗
g−1(ζ ) = L̂g−1 ◦ R̂g(ζ ) , g∈ G, ζ ∈ T∗

e G.

Les espaces tangents en un pointξ ∈ T∗G aux orbites de ce point par les actionsL̂ et R̂ sont
symplectiquement orthogonaux.

3.3.4 Proposition. Le moment JR est une application de Poisson lorsque T∗G est muni de la
structure de Poisson associéeà sa structure symplectique, et T∗

e G, identifíe à G∗, de la structure
de Lie-Poisson de Kirillov–Kostant–Souriau

{ f ,g}+(ζ ) =
〈
ζ ,

[
d f(ζ ),dg(ζ

]〉
.

Le moment JL est une application de Poisson lorsque T∗G est muni de la structure de Poisson
assocíee à sa structure symplectique, et T∗

e G, identifíe à G∗, de l’opposéede la structure de
Lie-Poisson de Kirillov–Kostant–Souriau

{ f ,g}−(ζ ) = −
〈
ζ ,

[
d f(ζ ),dg(ζ

]〉
.

L’espace cotangent T∗e G, avec ces deux structures de Poisson opposées forme unepaire duale.

4 Le crochet de Schouten-Nijenhuis

4.1 Multivecteurs et formes

Soit M une variété différentiable de dimensionm. Pour chaque entierp ≥ 1, on noteΩp(m)
l’espace des formes différentiellesC∞ de degrép et Ap(M) l’espace desp-multivecteursC∞,
c’est-à-dire des champs de tenseursp-fois covariants antisymétriques surM. A1(M) est l’espace
des champs de vecteurs surM.

En raison de l’antisymétrie,Ap(M) = Ωp(M) = 0 pourp > m. Par convention, on pose

Ap(M) = Ωp(M) = 0 pourp < 0, A0(M) = Ω0(M) = C∞(M,R) .

Munis du produit extérieur comme loi de composition,

A(M) =
⊕

p∈Z

Ap(M) et Ω(M) =
⊕

p∈Z

Ωp(M)

sont des algèbres graduées.

4.1.1 Rappel : Produit ext́erieur. Soientη ∈ Ωp(M), ζ ∈ Ωq(M). Pour chaquex∈ M, η(x)
et ζ (x) sont des formes, respectivementp-multilinéaire etq-multilinéaire, antisymétriques sur
TxM.

De même, soientP∈ Ap(M), Q ∈ Aq(M). Pour chaquex∈ M, P(x) et Q(x) sont des formes,
respectivementp-multilinéaire etq-multilinéaire, antisymétriques surT∗

x M.
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Le produit extérieurη ∧ζ est une forme différentielle de degrép+q donnée par la formule,
dans laquelleX1, . . . ,Xp+q sont des champs de vecteurs,

η ∧ζ (X1, . . . ,Xp+q) = ∑
σ∈S(p,q)

ε(σ)η(Xσ(1), . . . ,Xσ(p))ζ (Xσ(p+1), . . . ,Xσ(p+q)) .

On a notéS(p,q) est l’ensemble des permutationsσ de{1, . . . , p+q} telles que

σ(1) < · · · < σ(p) et σ(p+1) < · · · < σ(p+q) ,

et ε(σ) = 1 ou−1 selon queσ est paire ou impaire.

Le produit extérieurP∧Q∈ Ap+q(M) de deux champs de multivecteurs est défini par des for-
mules analogues, lesp+q champs de vecteursXi étant remplacés parp+q formes différentielles
de degré 1.

Si f ∈ Ω0(M) = A0(M) = C∞(M,R),

f ∧ζ = f ζ , f ∧Q = f Q, ζ ∈ Ωq(M) , Q∈ Aq(M) .

Le produit extérieur est associatif et

ζ ∧η = (−1)pqη ∧ζ , η ∈ Ωp(M) , ζ ∈ Ωq(M) .

4.1.2 Produit intérieur par un champ de vecteurs. Leproduit int́erieur i(X)η deη ∈Ωp(M)
parX ∈ A1(M) est la forme élément deΩp−1(M) (avecXi ∈ A1(M), 1≤ i ≤ p−1),

i(X)η(X1, . . . ,Xp−1) = η(X,X1, . . . ,Xp−1) ,

4.1.3 Produit intérieur par un champ de multivecteurs. On définiti(P)ζ , pourP∈ Ap(M),
ζ ∈ Ωq(M) d’abord lorsqueP = X1∧· · ·∧Xp avecXi ∈ A1(M),

i(X1∧· · ·∧Xp)ζ = i(X1)◦ · · · i(Xp)ζ .

Tout P ∈ A(M) étant somme d’un nombre fini dep-vecteurs décomposables, la définition de
i(P)ζ dans le cas général en découle, en prolongeant par linéarité.

4.1.4 Quelques propríetés. Si f ∈ A0(M) = C∞(M,R), ζ ∈ Ωq(M), i( f )ζ = f ζ .

Si P∈ Ap(M), Q∈ Aq(M), ζ ∈ Ωr(M),

i(P∧Q)ζ = i(P)◦ i(Q)ζ .

Le produit intérieurpar un champ de vecteurs X∈ A1(M) est unedérivation de l’algèbre
extérieureΩ(M) : si η ∈ Ωp(M), ζ ∈ Ωq(M),

i(X)(η ∧ζ ) =
(
i(X)η

)
∧ζ +(−1)pη ∧

(
i(X)ζ

)
.

Mais le produit intérieur parP∈ Ap(M), avecp > 1, n’est pas une d́erivationdeΩ(M).

4.1.5 D́efinition. Le couplagede η ∈ Ωp(M) avecP ∈ Ap(M), noté 〈η,P〉, est la fonction
élément deC∞(M), ainsi définie :

Si P = X1∧· · ·∧Xp, avecXi ∈ A1(M), etη = α1∧· · ·∧αp, avecαi ∈ Ω1(M),

〈α1∧· · ·∧αp,X1∧· · ·∧Xp〉 = det
(
αi(Xj)

)
;

Le cas général s’en déduit en prolongeant par continuit´e.
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4.1.6 Produit intérieur et couplage. Si η ∈ Ωp+q(M), P∈ Ap(M), Q∈ Aq(M),

〈
i(P)η,Q

〉
= (−1)(p−1)p/2〈η,P∧Q〉 .

4.2 Définition et propri étés du crochet de Schouten-Nijenhuis

4.2.1 Th́eorème. Le crochet des champs de vecteurs, loi de composition interne bien connue sur
A1(M), se prolonge de manière unique en une loi de composition bilibéaire gradúee sur AM),
not́ee(P,Q) 7→ [P,Q] et appeĺeecrochet de Schouten-Nijenhuis, vérifiant les propríet́es :

si f et g∈ A0(M) = C∞(M,R), [ f ,g] = 0 ;

si X ∈ A1(M) est un champ de vecteurs et Q∈ Aq(M), [X,Q] = L(X)Q∈ Aq(M) est ladérivée
de Liede Q selon X ;

si P∈ Ap(M), Q∈ Aq(M), Q1 ∈ Aq1(M), Q2 ∈ Aq2(M),

[P,Q] = −(−1)(p−1)(q−1)[Q,P] ∈ Ap+q−1(M) ;

[P,Q1∧Q2] = [P,Q1]∧Q2+(−1)(p−1)q1Q1∧ [P,Q2] .

4.2.2 Proposition.Munie du crochet de Schouten-Nijenhuis, A(M) est unealgèbre de Lie graduée:
si P∈ Ap(M), Q∈ Aq(M) et R∈ Ar(M) on a l’identité de Jacobi graduée,

(−1)(p−1)(r−1)
[
[P,Q],R

]
+(−1)(q−1)(p−1)

[
[Q,R],P

]
+(−1)(r−1)(q−1)

[
[R,P],Q

]
= 0.

4.2.3 Proposition(Relation avec la différentielle extérieure). Le crochet de Schouten-Nijenhuis
[P,Q] ∈ Ap+q−1(M) de P∈ Ap(M) et Q∈ Aq(M) vérifie l’égalit́e, qui peut servir̀a le d́efinir,

i
(
[P,Q]

)
η =

[
[i(P),d], i(Q)

]
η pour toutη ∈ Ω(M) ,

le crochet au membre de droiteétant le crochet des endomorphismes gradués deΩ(M).

5 Le crochet des formes sur une varíeté de Poisson

5.1 Rappel : endomorphismes gradúes.

Soient f : Ω(M) → Ω(M) un endomorphisme linéaire de l’espace vectoriel graduéΩ(M) =⊕
p∈Z Ωp(M).

On dit quef est unendomorphisme gradué de degŕe d∈ Z si pour toutp∈ Z, f (
(
Ωp(M)

)
⊂

Ωp+d(M).

Le crochetdes endomorphismes graduésf1 de degréd1 et f2 de degréd2 est l’endomorphisme
gradué de degréd1+d2

[ f1, f2] = f1◦ f2+(−1)d1d2 f2◦ f1 .

Ces définitions sont d’ailleurs valables pour les endomorphismes d’un espace vectoriel gradué
quelconque.
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5.2 Crochet des formes de degré 1

5.2.1 Th́eorème(Crochet des 1-formes). Soit (M,Λ) une varíet́e de Poisson. Il existe sur l’es-
paceΩ1(M) des1-formes diff́erentielles sur M une loi de composition interne, bilinéaire, unique,
appeĺeecrochet des 1-formeset not́ee(η,ζ ) 7→ [η,ζ ], ayant les propríet́es suivantes.

Relation avec le crochet de Poisson des fonctions :

[d f,dg] = d{ f ,g} , f et g∈C∞(M,R) .

Si η et ζ ∈ Ω1(M) et f ∈C∞(M,R),

[η, f ζ ] =
(
Λ(η,d f)

)
ζ + f [η,ζ ] .

Antisyḿetrie
[η,ζ ] = −[ζ ,η] .

Identit́e de Jacobi [
η, [ζ ,θ ]

]
+

[
ζ , [θ ,η]

]
+

[
θ , [η,ζ ]

]
= 0.

5.2.2 Une formule pour le crochet de deux 1-formesSoient(M,Λ) une variété de Poisson,
η etζ ∈ Ω1(M), etX ∈ A1(M). On a

〈
[η,ζ ],X

〉
=

〈
η, [Λ,〈ζ ,X〉]

〉
−

〈
ζ , [Λ,〈η,X〉]

〉
− [Λ,X](η,ζ ) ,

le crochet figurant au membre de gauche étant celui des 1-formes, et celui figurant au membre
de droite le crochet de Schouten-Nijenhuis.

5.3 Crochet des formes de tous degrés

5.3.1 Th́eorème(Crochet des formes de tous degrés). Le crochet des1-formes sur la varíet́e de
Poisson(M,Λ) se prolonge, de manière unique, en une loi de composition bilinéaire sur l’alg̀ebre
ext́erieureΩ(M) des formes diff́erentielles de tous degrés, avec des propriét́es identiques̀a celles
du crochet de Schouten-Nijenhuis. Notamment :

si f et g∈ Ω0(M) = C∞(M,R), [ f ,g] = 0 ;

si η et ζ ∈ Ω1(M), [η,ζ ] est le crochet des1-formes d́ejà défini ;

si η ∈ Ωp(M), ζ ∈ Ωq(M), ζ1 ∈ Ωq1(M), ζ2 ∈ Ωq2(M),

[η,ζ ] = −(−1)(p−1)(q−1)[ζ ,η] ∈ Ωp+q−1(M) ;

[η,ζ1∧ζ2] = [η,ζ1]∧ζ2+(−1)(p−1)q1ζ1∧ [η,ζ2] .

5.4 La cohomologie de Poisson-Lichnerowicz

5.4.1 Th́eorème (A. Lichnerowicz). Soit (M,Λ) une varíet́e de Poisson. Pour tout P∈ A(M),
posons

δΛ(P) = [Λ,P] .

L’opérateurδΛ : A(M) → A(M) aisi défini est homog̀ene de degŕe1 et v́erifie
δΛ ◦δΛ = 0.

Démonstration.Cela résulte de l’identité de Jacobi graduée et du fait que le tenseur de Poisson
Λ vérifie [Λ,Λ] = 0.
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5.4.2 D́efinition. La cohomologie de Poisson-Lichnerowiczest la cohomologie, déterminée par
δΛ, dont les cochaı̂nes sont les éléments deAp(M), p∈ N.

5.4.3 Proposition.L’application Λ♯ : Ω(M) → A(M) détermine unanti-homomorphismede la
cohomologie de De Rham dans la cohomologie de Poisson-Lichnerowicz.

6 Algébröıdes de Lie

6.1 Définition et exemples

Pour toute variété différentiableM, le crochet de Schouten fait de l’espaceA(M) des multi-
vecteurs une algèbre de Lie graduée. Lorsque(M,Λ) est une variété de Poisson, le crochet des
formes fait deΩ(M) une algèbre de Lie graduée.

Cela n’est pas dû au hasard : c’est une conséquence du fait que le fibré tangentTM à une
variété différentiableM, et le fibré cotangentT∗M à une variété de Poisson(M,Λ), possèent tous
deux unestructure d’alǵebröıde de Lie.

La notion d’algébroı̈de de Lie est due àJean Pradines. Nous allons brièvemenbt la définir et
en indiquer quelques propriétés.

6.1.1 D́efinition. Un algébröıde de Lieest un espace fibré vectoriel(E,π,M) ayant pour base
une variété différentiableM, muni de la structure déterminée par

– une loi de composition(s1,s2) 7→ {s1,s2} sur l’espaceΓ(π) des sectionsC∞ deπ, faisant de
cet espace une algèbre de Lie ;

– un morphisme de fibrés vectorielsρ : E → TM au dessus de l’identité deM,appeléancre, tel
ques 7→ ρ ◦s soit un homomorphisme d’algèbres de Lie deΓ(π)muni de{ , } dansA1(M)
muni du crochet des champs de vecteurs ;

pour touss1 et s2 ∈ Γ(π), f ∈C∞(M,R),

{s1, f s2} = f{s1,s2}+
(
i(ρ ◦s1)d f

)
s2 .

6.1.2 Exemples d’alǵebröıdes de Lie.
1. Le fibré tangent(TM,τM,M) à une variété différentiableM, avec pour ancre l’application
identique idTM, est un algébroı̈de de Lie, la loi de composition surΓ(τM) = A1(M) étant le
crochet des champs de vecteurs.

2. Un sous-fibré vectoriel complètement intégrableV de(TM,τM,M), avec pour ancre l’injec-
tion canonique deV dansTM, est un algébroı̈de de Lie.

3. Une algèbre de LieG de dimension finie est un algébroı̈de de Lie dont la baseM est réduite
à un singleton.

4. Le fibré cotangentπM : T∗M → M à une variété de Poisson(M,Λ), avec le crochet des
1-formes différentielles pour loi de composition surΓ(πM) = Ω1(M), est un algébroı̈de de Lie
ayant pour ancre l’applicationΛ♯ : T∗M → TM.

6.2 Quelques propríetés des alǵebroı̈des de Lie

Soit(π : E →M) un algébroı̈de de Lie d’ancreρ. On note(ϖ : E∗ →M) le fibré vectoriel dual.

Comme dans le cas où l’algébroı̈de de Lie était le fibré tangentτM : TM→M et son dual le fibré
cotangentπM : T∗M → M, pour tout entierp > 0 on noteAp(M,E) l’espace desp-multivecteurs
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surE, dont les éléments sont les sectionsC∞ deπ :
∧pE →M, etΩp(M,E) l’espace desp-formes

sur E, dont les éléments sont les sectionsC∞ de ϖ :
∧pE∗ → M. Par conventionA0(M,E) =

Ω0(M,E) = C∞(M,R) et, pourp < 0, Ap(M,E) = Ωp(M,E) = 0..

Les sommes directesA(M,E) =
⊕

p∈Z Ap(M,E) et Ω(M,E) =
⊕

p∈Z Ωp(M,E), avec le pro-
duit extérieur pour loi de composition, sont des algèbresgraduées associatives.

Sur les algèbresA(M,E) et Ω(M,E), dont la loi de composition est le produit extérieur, on
définit leproduit int́erieuret lecouplagepar les mêmes formules que dans le cas des algèbres des
multivecteurs et des formes différentielles sur une vari´eté. On a dee plus la proposiion suivante.

6.2.1 Proposition. Chaqueélément s de A1(M,E) détermine une d́erivation de degŕe 0 de
Ω(M,E), appeĺeedérivée de Lie selons et not́eeLρ(s), ayant essentiellement les mêmes pro-
priét́es que la d́erivée de Lie selon un champ de vecteurs. Pour f∈ Ω0(M,E) = C∞(M,R), on
a

Lρ(s) f = L(ρ ◦s) f = 〈d f,ρ ◦s〉 .

Pourη ∈ Ωp(M,E), et si ∈ A1(M,E), 1≤ i ≤ p,

Lρ(s)η(s1, . . . ,sp) = Lρ(s)
(
η(s1, . . . ,sp)

)

−
p

∑
i=1

η
(
s1, . . . ,si−1,{s,si},si+1, . . . ,sp

)

Cette d́erivée de LieLρ(s) se prolonge aussi en une dérivation de degŕe0 de A(M,E) vérifiant,
pour tous P∈ Ap(M,E) et η ∈ Ωp(M,E),

〈
η,Lρ(s)P

〉
= Lρ(s)

(
〈η,P〉

)
−

〈
Lρ(s)η,P

〉
.

Pour s1 ∈ A1(M,E), Lρ(s)s1 = {s,s1}.

6.2.2 Proposition. Le crochet d’alǵebröıde de Lie(s1,s1) 7→ {s1,s2}, s1 et s2 ∈ A1(M,E), se
prolonge en uncrochet de Schouten généraliséqui, à P∈ Ap(M,E) et Q∈ Aq(M,E), fait corres-
pondre{P,Q} ∈ Ap+q−1(M,E), faisant de A(M,E) une alg̀ebre de Lie gradúee.

Il existe surΩ(M,E) un oṕerateur de d́erivation de degŕe 1, appeĺe différentielle extérieure
généraliséeet not́e dρ , tel que

dρ ◦dρ = 0

et que, pour f∈ Ω0(M,E) = C∞(M,R), s∈ A1(M,E),

〈dρ f ,s〉 = 〈d f,s◦ρ〉 .

Leurs propríet́es sont les m̂emes que celles du crochet de Schouten et de la différentielle ext́erieure
usuels.

6.3 Algébroı̈des de Lie et varíetés de Poisson

Il existe des relations étroites entre algébroı̈des de Lie et variétés de Poisson.

Ainsi qu’on l’a déjà mentionné, le fibré cotangentT∗M à une variété de Poisson(M,Λ) possède
une structure d’algébroı̈de de Lie dont la loi de composition est le crochet des 1-formes et l’ancre
l’applicationΛ♯ : T∗M → TM.

L’espace total du fibré vectoriel dual(E∗,ϖ ,M) d’un algébroı̈de de Lie(E,π,M) possède
une structure de Poisson naturelle. Le crochet des fonctions définies surE∗ prolonge le crochet
des sections deπ : une section deπ n’est autre qu’une fonction différentiable surE∗ dont la
restriction à chaque fibre est linéaire. L’existence de lastructure de Poisson de Kirillov-Kostant-
Souriau sur le dual d’une algèbre de Lie est un cas particulier de cette propriété.
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6.4 Groupöıdes de Lie

Les algébroı̈des de Lie ont été introduits parJean Pradines[22] comme l’aspect infinitésimal
desgroupöıdes de Lie. Ceux-ci ont été introduits et abondamment utilisés en géométrie différentielle
parCharles Ehresmann[5].

Un groupöıde de Lieest formé par une variété différentiableG, une sous-variétéΓ deG appelée
ensemble des unités, deux submersionsα : G→ Γ etβ : G→ Γ, appeléessourceetbut, une loi de
composition différentiable associative(g1,g2) 7→ g1g2 définie seulement lorsqueβ (g2) = α(g1)
et une inversiong 7→ g−1, satisfaisant des propriétés très analogues à celles d’un groupe, mais
avec une loi de composition qui n’est pas partout définie.

À tout groupöıde de Lieest associé unalgébröıde de Lie, comme à tout groupe de Lie est
associée une algèbre de Lie.

Mais la réciproque (analogue du troisième théorème de Lie) n’est pas vraie. Il existe des
algébroı̈des de Lie qui ne s’intègrent pas en un groupoı̈de de Lie. Le problème de l’intégration
des algébroı̈des de Lie a été résolu parMarius Crainicet Rui Loja Fernandes[3, 4].

Un exemple intéressant de groupoı̈de de Lie est fourni par le fibré cotangentT∗G à un groupe
de LieG. L’ensemble des unités est l’espace cotangent à l‘’élément neutreT∗

e G, identifié au dual
G∗ de l’algèbre de LieG du groupeG, les applications source et but étant les projections deT∗G
surT∗

e G obtenues par translation à droite et à gauche.

Ce groupoı̈de de Lie possède une structure bien particuli`ere, celle degroupöıde symplectique,
car il est muni de la forme symplectique canonique de fibré cotangent.

7 Aperçu historique

C’estSiḿeon Denis Poisson(1781–1840) qui a découvert lecrochet de Poissonsur une variété
symplectique particulière,l’espace des mouvementsd’un système mécanique [21]. Cependant, il
n’a considéré que le crochet de deux fonctions coordonnées, pas de deux fonctions différentiables
quelconques.

Carl Gustav Jacobi(1804–1851) a considéré le crochet de Poisson de deux fonctions différentiables
quelconques (toujours sur une variété symplectique) et découvert l’identité qui porte son nom [7].
Celle-ci a joué un rôle important car c’est un ingrédientessentiel de la théorie des groupes et des
algèbres de Lie, développée parMarius Sophus Lie(1842–1899) [17].

L’idée de structures de Poisson plus générales que celles associées à une structure symplec-
tiques est implicite dans les travaux deSophus Lie[17]. Ces structures apparaissent aussi sous
le nom degroupes de fonctionsdans les travaux deConstantin Carath́eodory(1873–1959) [2],
et, plus récemment, sous le nom destructures hamiltoniennesdans les travaux de divers auteurs,
notammentAndrei Iacobet Shlomo Sternberg[5], Boris Kupershmidtet Yuri Ivanovich Manin
[11], William W. Symes[25].

Andŕe Lichnerowicz(1915–1998) [16] etAlexander Kirillov [8] ont indépendamment étudié
systématiquement ces structures, et en ont découvert de nombreuses propriétés, notamment leur
décomposition en feuilles symplectique. Leurs propriétés locales ont été étudiées de manière très
approfondie parAlan Weinstein[27].

La structure de Poisson canonique sur le dual d’une algèbrede Lie est mentionnée implicite-
ment dans les travaux deSophus Lie[17]. Elle a été redécouverte parJean-Marie Souriau[24],
Alexander Kirillov[8] et Bertram Kostant[9].
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La cohomologie de Poisson a été définie pour la première fois parAndŕe Lichnerowicz[16].
Elle a été étudiée par de nombreux auteurs :Johannes Huebschmann, Izu Vaisman, Ping Xu, . . .

Alan Weinstein[28, 29] a utilisé les notions de groupoı̈des et algébroı̈des de Lie en géométrie
de Poisson et renouvelé l’intérêt pour l’étude de ces structures. Indépendamment,Mickael Ka-
rasevet Stanislas Zakrzewskiont également vu l’intérêt de ces structures en relationavec la
quantification.
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[16] A. Lichnerowicz,Les varíet́es de Poisson et leurs algèbres de Lie associées, J. Differential
geometry 12 (1977), 253–300.
[17] S. Lie,Theorie der Transformationsgruppen, Teubner, Leipzig, 1890.
[18] K. C. H. Mackenzie, General theory of Lie groupoids and Lie algebroids, Cambridge
University Press, Cambridge, 2005.
[19] F. Magri et C. Morosi,A geometrical characterization of integrable Hamiltoniansystems
through the theory of Poisson-Nijenhuis manifolds, Quaderno S. 19 (1984), Università di Milano.
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