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1 Les structures de Poisson : propetes generales

1.1 Pourquoi les structures de Poisson ?

On a vu que la réduction symplectique d’une variété syetjue(M, w) comportait deux
étapes :

1. restriction a une sous-variété de rang condthdé M,
2. quotient deN par son feuilletage caractéristique.

La structure symplectique n’est rétablie qua l'issuealsdconde étape. Elle n'est pas stable
sous l'efffet d’'une de ces deux opérations, effectuééeseu
— larestriction a une sous-varidt@ransforme la forme symplectique Meen une 2-forme sur
N, fermee maispas forément non dgererée; Lorsqu’elle est de rang constant, la 2-forme
fermée ainsi induite suM est diteprésymplectique
— le quotient par un feuilletage, appliqué a une vars§taplectique, fait apparaitre une notion
nouvelle, celle dstructure de Poissan

1.1.1 Origine des structures de PoissonLe crochet de Poissode deux fonctions définies
sur le fibré cotangent *N a une variétéN a eté découvert par Siméon Denis Poisson en 1809
[21]. Lagrange et Poisson I'ont employé pour résoudreddligme de variation des constantes
d’intégration. lls n'ont considéré cependant que lechet des fonctions coordonnées, pas celui
de deux fonctions quelconques, et n'ont pas mentionnédpri@té la plus importante de ce
crochet : I'identité de Jacobi, découverte par Carl Gudtaobi [7].

Ce n’est qu’au cours de la seconde moitie du XX-eme siguke la notion de structure de
Poisson, sous sa forme générale, a été identifiee &rsgiquement étudiée.

L'étude approfondie des structures de Poisson est duedéArichnerowicz [16] et indépen-
damment Alexander Kirillov [8], Alan Weinstein [27].

1.2 Deéfinition et premieres propriétes

1.2.1 Cefinition. Une structure de Poissosur une variété differentiablé est déterminée par
la donnée d’une loi de composition sur I'esp&® M, R), appeléecrochet (f,g) — {f,qg},
vérifiant les propriété :

bilinéarité,

antisymétrie{g, f} = —{f,g},

identité de Jacobi,
{f7{g7h}}+ {97{h7 f}}+ {hv{f7g}} =0,

identité de Leibniz

{f,gh} = {f,gth+g{f,h}.

1.2.2 Remarques.D’apreés les trois premiéres proprie€8(M,R), avec le crochet pour loi de
composition, est une algebre de Lie.

La troisiéme propriété a pour conséquence : la vajéug} (x) en un pointx € M du crochet
des fonctionsf etg ne dépend que def(x) et dedg(x), de maniére bilinéaire antisymétrique.
La proposition suivante en découle.



1.2.3 Proposition. Sur une vaigte M munie d’'une structure de Poisson, il existe un unique
champ de bivecteura € A%2(M), deux fois contravariant et antisytrique, appeé tenseur de
Poissontel que le crochef f,g} de deux fonctions ait pour expression

{f,g} =A(df,dg).

On dit alors qug(M, A\) est unevariété de Poisson

1.2.4 Observation importante Soit A un champ de tenseurs deux fois contravariant et anti-
symétrique défini sur une variété differentiaeOn définit une loi de composition sGf (M, R)
en posant, pouf etg € C*(M,R)

{f,g} =A(df,dg).

Cette loi de composition est bilinéaire, antisymétrigeteelle vérifie I'identité de Leibniz
{f.gh} = {f,gth+g{f.h}.

Mais elle ne \erifie pas @cessairement I'idenétde Jacohide sorte quéM,A) n'est en
géréral pasune variété de Poisson.

1.2.5 Proposition. SoitA un champ de tenseurs deux fois contravariant et angésgique cefini
sur une varété differentiable M. On éfinit une loi de composition surtM,R) en posant

{f.g} =A(df,dg), fetgeC”(M,R).

Les deux prop#@tes suivantes somquivalentes.

1. Cette loi de compositiorévifie I'identité de Jacobi, donc fait d&M,A\) une varéte de
Poisson.

2. Le champ de bivecteursvérifie
[N,N\ =0,

le crochet figurant au membre de gauche de cetjalitt étant lecrochet de Schouten-
Nijenhuis

1.2.6 Commentaire Le crochet de Schouten-Nijenhuis est une loi de composstiofialgebre
A(M) des champs de multivecteurs, qui prolonge de maniereaiktle crochet des champs de
vecteurs, défini sudl(M). On verra plus loin sa définition et ses propriétés.

1.2.7 Exemples de vaBtes de Poisson

1. Premier exemple. Toute variété symplectiqugvl, Q) posséde une structure de Poisson
associée a sa structure symplectique. Son tenseur deoRgigst 'image de la forme symplec-
tique w par le prolongement aux puissances extérieures de l'igamsme

A :T*M —TM, inversede o :TM—TM, vi— @’ (V) = —i(V)w.

A ainsi défini véerifiefA, A| = 0 parce quev vérifiedw = 0.

Inversement, s{M, A est une variété de Poisson dont le tenskest partout de rang dim,
M possede une forme symplectiqwedont/\ est le tenseur de Poisson associé.



2. Second exemple. Soit § une algebre de Lie de dimension finie &t I'espace vetoriel
dual. Le crochet, | de I'algébre de Lie5 est une loi de composition sur les fonctions linéaires
sur §*, puisque I'espace formé par ces fonctions est le dud}*de’est-a-dire le bidual d§,
gu’on identifie naturellement .

On prolonge cette loi de composition a I'espace de tousefolections differentiables s@ren
posant

{£,0}(&) = (&.[df(€).dg€)] ), &e§". fetgeC™(§ R).

On veérifie aisément que ce crochet définit bien une straata Poisson si§*, appelésestructure
de Kirillov—Kostant—SouriauDécouverte par Sophus Lie, elle a été redécouverte &bS plus
tard!) par ces auteurs.

1.2.8 DEfinition. Soient(M1,/\1) et(M2,/\2) deux variétés de Poisson. Une application differefgiab
¢ : M1 — M est ditede Poissorsi pour tout couplé f, g) de fonctions éléments d&° (M2, R)
{f o¢7go¢}M1 - {f,g}M20¢, ou {¢*f7¢*g}|\/|1 — ¢*{f7g}|\/|2-
1.2.9 Proposition. Soient(M1, /A1), (M2,/A2) et (Ms, A3) trois variétes de Poissorg : My — M2
ety : My — M3 des applications diffrentiables.
Si ¢ ety sont de Poissony o ¢ : M; — Mg est de Poisson.

Si ¢ est surjective et de Poisson@b ¢ de Poisson, alorgs est de Poisson. En patrticulier si
¢ : M1 — M est un diftomorphisme et est de Poiss@m,! est de Poisson.

1.2.10 Cefinition. Soit (M,A) une variété de PoissoA.chaque fonctionf € C*(M,R) on as-
socie le champ de vecteuxs = A*(d f), appelehamp de hamiltonien. f

1.2.11 Proposition.Soient f et g C*(M,R). On a

{f,g} =i(Xs)dg=—i(Xg)df =A(df,dg).
On a aussi

[xf7><g] = X{fg} '
De plus, soit(t,x) — P(t,x) = P(x) le flot de X% Alors pour tout t€ R, ®; est une application
de Poisson (d'un ouvert de M sur un autre ouvert de M).

Démonstration.Le lecteur verra aisement que les deux deniéres prégrésint des conséquences
de l'identité de Jacobi. O

2 Feuilletage symplectique d’une varete de Poisson

2.1 Espaces et champ caraéetistiques

2.1.1 Cefinition. Soit (M,A) une variété de Poisson. On appedgpace caraéristiqueen un
pointx € M le sous-espace vectoril(T,M) de I'espace tangeM, formé par les valeurs en
x de tous les champs de vecteurs hamiltoniens possibles.

2.1.2 Remarque.Le sous-ensembl&’ (T*M) du fibré tangenT M n’est en gréral pasun sous-
fibré vectoriel, car son rang en chaque poirftimension de\*(T,;’M)) dépend en général du
point x considéré. Cependant, il est completement intégrablen sens généralise, comme le
montre le théoreme suivant.

2.1.3 Theoreme. Le champ de directions caraaistiques\(T*M) est compétement iriégrable
au sens de Stefan et Sussmanngéind un feuilletage de Stefan, appé&tuilletage symlectique
de la varété de PoissoiiM, A\).



2.1.4 Commentaire. Le feuilletage symplectique d’'une variété de PoisSdn/\) n’est pas
un feuilletage au sens usuel, car les feuilles ne sont eerglpas toutes de la méme dimension.
Ses propriétés sont :
1. par chaque point dd passe une feuille unique, sous-vériété immergée gangente en
chacun de ses poinksa I'espace caractéristiqueé (T, M) ;
2. les feuilles symplectiques forment une partitioriie
3. chacune de ces feuilles posséde une structure deévayigtplectique telle que son injec-
tion canonique dan@vi,\) soit de Poisson;

4. la valeur en un point € M du crochet{ f,g} de deux fonctions ne dépend que de la
restriction de ces deux fonctions a la feuille sympleaigassant pax.

2.2 Exemples de feuilletages symplectiques

2.2.1 Premier exemple. Le feuilletage symplectique d’'une variété symplectigqpomnexe
(M, w), munie de sa structure de Poisson associée, comporte uleefsaille symplectique,
la variéte M entere

2.2.2 Second exempleSoit G un groupe de Lie connexg,son algebre de Lie &€* I'espace
dual de§. On a vu que5™ possede une structure de Poisson naturelle. Ses feyiftgdexctiques
sont lesorbites de la repesentation coadjointde G.

2.3 La structure de Poisson transverse

2.3.1 Proposition. Soit (M, ) une varéte de Poisson et S une de ses feuilles symplectiques.
Il existe une vagte de Poissor{Q,/\g), de dimensiodimM — dimS, un point s= Q tel que
No(s) =0, un voisinage U de S dans M et un @dmorphisme de Poissgrin U — Sx Q muni de
la structure de Poisson produit @ant munie de la structure de Poisson asgeéisa structure
symplectique), tel que pour touexS, ¢ (X) = (X, S).

Le germe en s de la structure de Poisson de Q égtrchire de margre unique et appél
structure de Poisson transvegsk feuille symplectique S.

2.3.2 Corollaire (Analogue du théoreme de Darbougoit p un point de la vaéte de Poisson
(M,A), n la dimension de M &l le rang de/\(p). Il existe une carte de M dont le domaine est
un voisinage ouvert U de p et dont les fonctions cooré@sn, ..., X, Y1,...,Yi, Z1,.--,Zn—2|
verifient
— pourl<i, j<I,1<k<n-2,
{x.xj} ={yyit =0, {xyj}=4&;, {%z}t={yz}=0,

— pourl<k m<n-—2l,les{z,zn} ne sont fonction que des variables .z.,z, , et
sont nuls au point p.

2.4 Linéarisation locale d’'une structure de Poisson

2.4.1 Proposition. Soit (M,A) une varéte de Poisson et g M tel queA(p) = 0. L'espace
cotangent TM pos&de une structure d’agbre de Lie dont le crochet estfthi par

[€,n]=d({f,g})(p),
oué etn e TyM, etas f etge C*(M, R) sont deux fonctions telles que @) = & etdg p) =n.
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Démonstration.Ainsi défini [€, n] ne dépend que d&f(p) et dedg(p), non du choix def etg,
parce que\(p) = 0 (simple calcul en coordonnées locales). Lidentité aeobi vérifiee par le
crochet de Poisson implique I'identité de Jacobi pour tebet| , |. O

2.4.2 Corollaire. Soit(M,A) une varété de Poisson et g M tel que/A(p) = 0. L'espace tangent
TpM pos®de une structure de Poissondaire, cetermirée par le jet d’ordre 1 de la structure de
Poisson de M au point p, appisd lalinéariséede la structure de Poisson de M au point p.

Démonstration.L’espace tangent,M peut &tre considéré comme le dual de I'espace cotangent
Ty M, qui possede une structure d’algebre de Lie, diyM est naturellement muni d’une struc-
ture de Poisson linéaire. O

2.4.3 Remarque.L’équivalence d’une structure de Poisstret de sa linéarisée en un point ou
A s’annule a donné lieu a de nombreux travaux, notammerdaadeQonn, Pierre Molino.

2.4.4 Linéarisation de la structure transverse. Soit (M, /\) une variété de Poissop.c M tel
que/\(p) soit de rang R> 0, etSla feuille symplectique passant parOn a vu qu’un voisinage
U de SdansM pouvait étre identifie, par un diffeomorphisme de Paissu produitSx T de
la feuille symplectiques et d’'une variété de PoissdiT,At), la feuille symplectiques étant
identifiée &S x {s}, sétant un point d& tel queAt(s) =0.

Linéariser la structure de Poisson transverse a la &8ilt’est linéariser la structure de Pois-
Son/\t au points,

L'espace vectoriel qui porte cette structure de Poiss@alie estI'espace normidy = TuM /TS
a la feuille symplectiqu&en un quelconque de ses poirts

3 Quotients de varetes de Poisson

3.1 Submersions de Poisson

3.1.1 Proposition. Soit(M,/\) une varéte de Poisson etr: M — N une submersion surjective.
Les deux prop#@tes suivantes somquivalentes.

1. Pour tout couplé f,g) de fonction€lements de €(N,R), le crochet de Poissoff o 11, go
1T} est constant sur chaque fibre!(x), x € N.

2. Il exite sur N une structure de Poissoy, telle querr: M — N soit une application de
Poisson.

Lorsque c'est le cas, cette structure de Poisson sur N egueni

3.1.2 Remarque.Ces conditions sont satisfaites, notamment, lorsque pmurgointx € N,
1(x) est connexe et que KErT est localement engendré, au voisinage de chaque poMt de
par des champs de vecteurs hamiltoniens.

3.2 Cas des vaites symplectiques

La proposition précédente prend une forme particutigmet simple lorsquéM,\) est une
variété symplectiquéM, w), munie de la structure de Poisson associég at querr: M — N
est la projection dé/ sur la variété des feuilles d’un feuilletage réguliede M, engendré par
un sous-fibré compléetement intégrable kerde T M. On a dans ce cas le théoreme suivant.



3.2.1 Theoreme(P. Libermann) Soit(M, w) une varéte symplectique &t un feuilletage de M.

On suppose ce feuilletage simple, c’astlire tel que I'enseble N des feuilles peds une struc-

ture de varéte differentiable telle que la projection canoniqme M — N soit une submersion.
On a alorsF = ker(T ). Les trois proprétés suivantes soiguivalentes.

1. Il existe sur N une structure de Poisson pour laqualleM — N est une application de
Poisson.

2. Le feuilletageF = ker(Tm) estsymplectiquement complet’esta-dire tel que le crochet
de Poisson de deux igrales prengres de ce feuilletage soit uneégrale premére.

3. L'orthogonal symplectiquerth(ker(T n)) est compttement irégrable.

3.2.2 Paires duales.Dans les hypothéses du théoreme précédent, on a uie¢evsymplec-
tique (M, w) munie de deux feuilletages symplectiguement orthogondésinis par les deux
sous-fibrés compléetement intégrablesTkaret orth(kerT 7). Le premier a été supposé simple
puisquert: M — N = M /KkerT rrest la projection sur la variété des feuilles.

Si le deuxieme feuilletage, défini par ofklerT 1), est lui aussi simple (il est toujours possible,
localement, de se ramener a ce cas), on a une seconde iprojgctM — P = M/ orth(kerT m),
et il existe suP une structure de Poisson uniglig telle queto soit une application de Poisson.

A. Weinstein [27] appellgaire dualela paire de variétés de Poisson formée @dr/Ay) et
(P.Ap). Il @ montré que leurs structures de Poisson transversede@x pointsr(x) et w(X),
images part et partw d’'un méme poink € M, sont anti-isomorphes.

3.3 Exemple : quotients du fibie cotangent.

SoitG un groupe de Lie connexe. On munit son fibré cotangé@ de sa forme symplectique
canoniqueus.

Les actions d& sur lui-méme par translation :
L:(g,h)— Lg(h)=gh, R:(h,g)— Ry(h)=hg, gethegG,
se relevent en des actions@esutT G et surT*G

TL:(9,X)— TLyg(X), TR:(X,g9)— TRy(X),

L:(9,8)—Lg(&) ="(TLy1)(E), R:(£,9)— Ry(&) ="(TR,1)(&).
((TLe (&), X) = (&, TL(X)), ((TRy)(&),X) = (&, TRy(X))-

3.3.1 Proposition. Les actions de G sur G, & gaucheL et & droite R, commutent et sont
hamiltoniennes. Leurs orbites sont les images, respentng ded-formesinvariantes a gauche
et desl-formesinvariantes a droitsur G. Leurs moments &t J ont pour expression

I(E) =Ry1(&), IRE) =Lhi(f), E€TG.

3.3.2 Remarque.J_ (&) etJr(&) sont les valeurs, a I'élément neugerespectivement, de la 1-
forme invariantex droiteet de la 1-forme invariant& gauchequi prennent la valeu§ au point
h.

En conséquence, est constant sur chaque orbite de I'act®et Jr est constant sur chaque
orbite de l'actionL.



3.3.3 Proposition. Le moment Jestéquivariant pour les actions de &gauchel sur T*G, et
coadjointe sur TG identifea G*

(0,0) — Adg({) =LgoRy1(), 9€G, eTG.

Le momentg estéquivariant pour les actiona droite de GR sur TG, et coadjointe modiie
(pour devenir une actioa droite) sur TG identifea §*

(£,9)—Ad; 1(0) =Lg10Rg({), g€G, TG,

Les espaces tangents en un pdint T*G aux orbites de ce point par les actioh®t R sont
symplectiquement orthogonaux.

3.3.4 Proposition. Le moment g est une application de Poisson lorsquéd est muni de la
structure de Poisson assé@eia sa structure symplectique, et @, identifea §*, de la structure
de Lie-Poisson de Kirillov—Kostant—Souriau

{f.9}7(0) = (¢, [df(2),dg(]).

Le momentJest une application de Poisson lorsquéd est muni de la structure de Poisson
assocee a sa structure symplectique, ef' @, identife & §*, de 'opposéede la structure de
Lie-Poisson de Kirillov—Kostant—Souriau

{f.9}7(¢) = —(¢, [df(¢).dg(¢])-

L'espace cotangent1, avec ces deux structures de Poisson opps$orme unpaire duale

4 Le crochet de Schouten-Nijenhuis

4.1 Multivecteurs et formes

Soit M une variété differentiable de dimension Pour chaque entigs > 1, on noteQP(m)
I'espace des formes différentiell€°’ de degrép et AP(M) I'espace degp-multivecteursC®,
c’est-a-dire des champs de tensepieis covariants antisymeétriques st AL(M) est I'espace
des champs de vecteurs $dr

En raison de I'antisymétridP(M) = QP(M) = 0 pourp > m. Par convention, on pose

AP(M) = QP(M) = 0 pourp < 0, A°(M) = Q°%(M) = C*(M,R).
Munis du produit extérieur comme loi de composition,

AM)=EAPM) et QM) =P QP(M)

peZ pEZ

sont des algebres graduées.

4.1.1 Rappel : Produit exérieur. Soientn € QP(M), { € Q9(M). Pour chaque € M, n(x)
et {(x) sont des formes, respectivemgninultilinéaire etg-multilinéaire, antisymétriques sur
TxM.

De méme, soier € AP(M), Q € A9(M). Pour chaque € M, P(x) et Q(x) sont des formes,
respectivemenp-multilinéaire etg-multilinéaire, antisymétriques stig' M.
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Le produit extérieun A { est une forme difféerentielle de degpét g donnée par la formule,
dans laquell&y, . .., Xpq sont des champs de vecteurs,

nAL(Xy,. .. 7Xp+q) = Z e(0)n(Xa(1),... 7Xo'(p))Z(Xo(p+1)7 . -axa(p+q)> :
oc3(p,a)

On a notéS(p,q) est 'ensemble des permutatioosle {1, ..., p+q} telles que
o(l)<---<o(p) et op+l)<---<o(p+q),

ete(o) =1 ou—1 selon ques est paire ou impaire.

Le produit extérieuP A Q € APT4(M) de deux champs de multivecteurs est défini par des for-
mules analogues, lgs+ g champs de vecteub§ étant remplacés par+ g formes differentielles
de degré 1.

Si f € Q9(M) = A°(M) =C*(M,R),
fAl=1, fAQ=1Q, (eQiM), QeAi(M).
Le produit extérieur est associatif et
{An=(-1P AL, neQP(M), CeQiMm).
4.1.2 Produitintérieur par un champ de vecteurs. Le produit interieur i(X)n den € QP(M)
parX € AY(M) est la forme élement d@P~1(M) (avecX; € AL(M), 1<i < p—1),
'(X>’7(X17 e '7Xp*l) = n(X7X17 te 7Xp71) )
4.1.3 Produit intérieur par un champ de multivecteurs. On définiti(P)Z, pourP € AP(M),
{ € Q4(M) d’abord lorsque® = X3 A - - - A Xp avecX; € AL(M),
(XA AXp)L =i(Xg)o---1(Xp)] .

Tout P € A(M) étant somme d’'un nombre fini devecteurs décomposables, la définition de
i(P){ dans le cas général en découle, en prolongeant paritiéa
4.1.4 Quelques propréetés. Si f € A°(M) =C*(M,R), { € Q4(M),i(f){ = <.

SiPe AP(M), Qe AY(M), { € Q"(M),

(PAQ)C =i(P)oi(Q).

Le produit intérieurpar un champ de vecteurs X AY(M) est unedérivation de I'algébre
extérieureQ(M) : sin € QP(M), { € QYM),

i(X)(nAQ) = (Ii(X)n) AL+ (=1)PnA(i(X)Z).
Mais le produit intérieur palP € AP(M), avecp > 1, n’est pas une érivationde Q(M).

4.1.5 Cefinition. Le couplagede n € QP(M) avecP € AP(M), noté (n,P), est la fonction
élément d&€* (M), ainsi définie :
SiP=X;A---AXp, avecX € AL(M), etn = a1 A--- Aap, aveca; € QY(M),

<a1A~-~/\ap,X1A~-~/\Xp> :det(ai(Xj));

Le cas général s’en déduit en prolongeant par congnuit”
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4.1.6 Produit intérieur et couplage. Sin € QPT4(M), P € AP(M), Q € A9(M),

(i(P)N,Q) = (-1)P~YP2(n PAQ).

4.2 Definition et propri étés du crochet de Schouten-Nijenhuis

4.2.1 Theoreme. Le crochet des champs de vecteurs, loi de composition taen connue sur
Al(M), se prolonge de magie unique en une loi de composition béldire gradi@e sur AN,
notte(P,Q) — [P, Q] et appekecrochet de Schouten-Nijenhuigrifiant les proprétés :

si f etge A°(M) =C®(M,R), [f,g] =0;

si X € AY(M) est un champ de vecteurs eEQ9(M), [X,Q] = L(X)Q € A4(M) est ladérivee
de Liede Q selon X ;

siPe AP(M), Qe AY(M), Q1 € AT (M), Q2 € A%(M),
[P.Q] = —(~1)P~ Y- [Q,P] € APTIL(M);
PQIAQs = [PQiAQ+ (—1)P Y A [P,Qy].

4.2.2 Proposition.Munie du crochet de Schouten-Nijenhui§\A est unealgébre de Lie graduée
siPe AP(M), Qe A9(M) et Re A"(M) on al'identité de Jacobi graduée

(_1>(p—1)(r—1) HR Q],R]-i—(—l)(q_l)(p_l) [[Q R, p}_i_(_l)(r—l)(q—l) HR7 p],Q}: 0.

4.2.3 Proposition(Relation avec la differentielle extérieurd)e crochet de Schouten-Nijenhuis
[P,Q] € APTda-1(M) de P< AP(M) et Q< AY(M) verifie I'egalite, qui peut servia le cfinir,

i((P.Q))n = [[i(P),d],i(Q)]n pourtoutn € Q(M),

le crochet au membre de droiggant le crochet des endomorphismes gégideQ(M).

5 Le crochet des formes sur une vagte de Poisson

5.1 Rappel : endomorphismes gradés.

Soientf : Q(M) — Q(M) un endomorphisme linéaire de I'espace vectoriel gra@(é) =
Dpez QP(M).
On dit quef est unendomorphisme gradude degé d € Z si pour toutp € Z, f((QP(M)) C
QPHA(M).
Le crochetdes endomorphismes graduggle degréd, et f, de degrél, est 'endomorphisme
gradué de degré; + d,
[y, fo] = fro fo4 (—1)%%fh0 fy.

Ces définitions sont d’ailleurs valables pour les endoimigrpes d’'un espace vectoriel gradué
guelconque.
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5.2 Crochet des formes de degrl

5.2.1 Theoreme (Crochet des 1-formesfoit (M,A) une varéte de Poisson. Il existe sur I'es-
paceQ!(M) desl-formes diférentielles sur M une loi de composition interne, kiire, unique,
appekecrochet des 1-formest noke(n,{) — [n,{], ayant les prop@tes suivantes.

Relation avec le crochet de Poisson des fonctions :
df,dg =d{f,g}, fetgeC”(M,R).
Sin et € QY(M) et f € C*(M,R),
(n,f¢]=(A(n,df)){ +f[n,{].

Antisynétrie
[n,¢{]=-[¢.n].
Identite de Jacobi
[n,1¢.6]] +[¢.16.n]] +[6,[n,]] = 0.

5.2.2 Une formule pour le crochet de deux 1-formesSoient(M, /) une variété de Poisson,
n et € Q1(M), etX € AY(M). On a

([n,€1,X) = (0, [A (G X)]) = (&I (0 X)) = [AX] (0,0,

le crochet figurant au membre de gauche étant celui desniefret celui figurant au membre
de droite le crochet de Schouten-Nijenhuis.

5.3 Crochet des formes de tous degs

5.3.1 Theoreme(Crochet des formes de tous degrds® crochet ded-formes sur la vagéte de
Poisson M, A\) se prolonge, de madie unique, en une loi de composition bdaire sur I'algebre
exérieureQ(M) des formes difrentielles de tous degs, avec des progtés identiques celles
du crochet de Schouten-Nijenhuis. Notamment :

si f etge Q%(M) =C®(M,R), [f,g] =0;
sin et € QY(M), [n,{] est le crochet des-formes @&ja défini;
sin € QP(M), { € Q4(M), {1 € Q1(M), {2 € QB(M),

n,{] = —(—1)P~ D@Dz n] e QPFIL(M);
N, A8 =[N, 4l Ao+ (—1) P V%R AN, L.

5.4 Lacohomologie de Poisson-Lichnerowicz

5.4.1 Theoreme (A. Lichnerowicz) Soit (M,A) une varéte de Poisson. Pour tout B A(M),
posons

on(P) = [A\,P].

L'opérateurdp : A(M) — A(M) aisi défini est homogne de dedr1 et \erifie
onoop =0.

Démonstration.Cela résulte de l'identité de Jacobi graduée et du faitlguenseur de Poisson
N vérifie [A,\] = 0. O
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5.4.2 Cefinition. La cohomologie de Poisson-Lichnerowiezt la cohomologie, déterminée par
o, dont les cochaines sont les élement&\BigV), p € N,

5.4.3 Proposition. L'application A’ : Q(M) — A(M) détermine uranti-homomorphismee la
cohomologie de De Rham dans la cohomologie de Poisson-riowcz.

6 Algébroides de Lie

6.1 Definition et exemples

Pour toute variété differentiabM, le crochet de Schouten fait de I'espa®@M) des multi-
vecteurs une algébre de Lie graduée. Lors@veN) est une variété de Poisson, le crochet des
formes fait deQ(M) une algébre de Lie graduée.

Cela n’est pas di au hasard : c’est une conséquence dwaiedibré tangenT M a une
variété différentiablév, et le fibré cotangert*M a une variété de PoissoN, \), posseent tous
deux unestructure d’algebraide de Lie

La notion d’algébroide de Lie est duelaan PradinesNous allons brievemenbt la définir et
en indiquer quelques propriétés.

6.1.1 Definition. Un algébraide de Lieest un espace fibré vectorigt, T, M) ayant pour base
une variété differentiablsl, muni de la structure déterminée par
— une loi de compositiofs;, S) — {S1, S} sur I'espacd () des section€” de r, faisant de
cet espace une algebre de Lie;
— un morphisme de fibrés vectorigls E — T M au dessus de I'identité dé,appeléncre tel
ques+— p o s soit un homomorphisme d’algébres de Lieldgr)muni de{ , } dansA'(M)
muni du crochet des champs de vecteurs;

pour touss; etsp € I'(m), f € C*(M,R),
{s1, fs2} = f{s1, 52} + (i(posy)df)s,.

6.1.2 Exemples d’alg@broides de Lie.

1. Le fibré tangenf{TM, 1y, M) a une variété différentiablél, avec pour ancre I'application
identique idy, est un algébroide de Lie, la loi de composition Eiry) = AY(M) étant le
crochet des champs de vecteurs.

2. Unsous-fibré vectoriel completement intégrablde (T M, 1y, M), avec pour ancre l'injec-
tion canonique d¥ dansT M, est un algébroide de Lie.

3. Une algebre de Li§ de dimension finie est un algébroide de Lie dont la basst réduite
a un singleton.

4. Le fibré cotangentsy : T*M — M a une variété de PoissdM,/\), avec le crochet des
1-formes différentielles pour loi de composition Uiy ) = Q*(M), est un algébroide de Lie
ayant pour ancre l'applicatiof’ : T*M — TM.

6.2 Quelques proprités des algbroides de Lie

Soit(r1: E — M) un algébroide de Lie d’ancpe On note(w : E* — M) le fibré vectoriel dual.

Comme dans le cas ou 'algébroide de Lie était le fibmgéatry, : TM — M et son dual le fibré
cotangentdy : T*M — M, pour tout entiep > 0 on noteAP(M, E) I'espace degp-multivecteurs
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surE, dontles éléements sont les secti@¥sder: APE — M, etQP(M, E) 'espace dep-formes
surE, dont les élements sont les secti@f® de @ : APE* — M. Par conventiol®’(M,E) =
Q%M,E) = C*(M,R) et, pourp < 0, A°(M,E) = QP(M,E) = 0..

Les sommes directe®(M,E) = @z AP(M,E) et Q(M,E) = Ppez, QP(M, E), avec le pro-
duit extérieur pour loi de composition, sont des algelgrasluées associatives.

Sur les algébre&\(M,E) et Q(M,E), dont la loi de composition est le produit extérieur, on
définit leproduit interieur et lecouplagepar les mémes formules que dans le cas des algebres des
multivecteurs et des formes différentielles sur uneetériOn a dee plus la proposiion suivante.

6.2.1 Proposition. Chaqueélement s de AM,E) détermine une @rivation de dege O de
Q(M,E), appekedérivée de Lie selos et note L, (s), ayant essentiellement lesmes pro-
priétes que la érivee de Lie selon un champ de vecteurs. Pow @°(M,E) = C*(M,R), on
a

Lp(s)f =L(pos)f =(df,pos).

Pourn € QP(M,E), ets € AY(M,E), 1 <i < p,
Lp(s)n(sy,.-.,Sp) = Lp(s)(N(s1,---,Sp))
p
- Zn(Sla---73717{873}7S+17"'7Sp)
i=

Cette erivée de LieL,(s) se prolonge aussi en unéxvation de dege 0 de AM, E) verifiant,
pour tous Pc AP(M,E) etn € QP(M,E),

<U7LP(S)P> = L‘P(s) <<r’7 P>) - <LP(S)n7 P> .
Pour g € AL(M,E), L,(S)s1 = {S,51}.
6.2.2 Proposition. Le crochet d’al@braide de Lie(sy,s1) — {s1, %}, 1 et $ € AY(M,E), se

prolonge en urcrochet de Schouten généralipé, a P € AP(M,E) et Qe A9(M, E), fait corres-
pondre{P,Q} € AP*9-1(M, E), faisant de AM, E) une alg:bre de Lie gradée.

Il existe surQ(M,E) un ogerateur de @rivation de dege 1, appet differentielle extérieure
généraliséet noe d,, tel que
et que, pour fc Q%(M,E) = C*(M,R), sc AY(M,E),
<dpfvs> = <df,Sop> :

Leurs proprétés sont les @mes que celles du crochet de Schouten et de &etifielle exérieure
usuels.

6.3 Algébroides de Lie et varétés de Poisson

Il existe des relations étroites entre algébroides dectvariétés de Poisson.

Ainsi qu’on I'a déja mentionng, le fibré cotangdritM a une variété de PoissoM, \) posséde
une structure d’algébroide de Lie dont la loi de compogitst le crochet des 1-formes et I'ancre
I'applicationAf : T*M — T M.

L'espace total du fibré vectoriel duékE*,w,M) d’'un algébroide de Li€E, 1,M) posséde
une structure de Poisson naturelle. Le crochet des forsctéfinies sUE* prolonge le crochet
des sections der : une section det n'est autre qu’une fonction differentiable skt dont la
restriction a chaque fibre est linéaire. L'existence d&tlacture de Poisson de Kirillov-Kostant-
Souriau sur le dual d'une algebre de Lie est un cas parmticdé cette propriété.
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6.4 Groupaoides de Lie

Les algébroides de Lie ont été introduits paan Pradine$22] comme l'aspect infinitésimal
desgroupddes de LieCeux-ci ont &té introduits et abondamment utilisés@amnggtrie differentielle
parCharles Ehresmanfb].

Ungroupdde de Lieest formé par une variété differentialdeune sous-variete deG appelée
ensemble des ugg deux submersions: G —T et :G— T, appeléesourceetbut, une loi de
composition differentiable associati(g, g2) — 019, définie seulement lorsqy#(gz) = a(g1)
et une inversiory — g1, satisfaisant des propriétés trés analogues a céliesgioupe, mais
avec une loi de composition qui n’est pas partout définie.

A tout groupdde de Lieest associé ualgébraide de Lie comme & tout groupe de Lie est
associée une algebre de Lie.

Mais la réciproque (analogue du troisieme théoreme ié¢ h'est pas vraie. Il existe des
algébroides de Lie qui ne s’integrent pas en un growpdélLie. Le probleme de lintégration
des algébroides de Lie a été résoluldarius Crainicet Rui Loja Fernande§3, 4].

Un exemple intéressant de groupoide de Lie est fournigfiiblé cotangent *G a un groupe
de LieG. L'ensemble des unités est 'espace cotangent a ifielé neutrd G, identifié au dual
g* de I'algebre de Li&j du groupeG, les applications source et but étant les projections &
surTg G obtenues par translation a droite et a gauche.

Ce groupoide de Lie possede une structure bien padreiicelle dgroupdde symplectique
car il est muni de la forme symplectique canonique de fibtargent.

7 Apercu historique

C’estSinmeon Denis Poissofl1781-1840) qui a découvertdeochet de Poissosur une variété
symplectique particulierdespace des mouvemermtsin systeme mécanique [21]. Cependant, il
n’a considéré que le crochet de deux fonctions coordesyrgas de deux fonctions differentiables
guelconques.

Carl Gustav Jacoh(1804—-1851) a considéré le crochet de Poisson de deutidosdifferentiables
guelconques (toujours sur une variété symplectiguedebavert I'identité qui porte son nom [7].
Celle-ci a joué un rble important car c’est un ingrédiesdgentiel de la théorie des groupes et des
algebres de Lie, développée pdarius Sophus Li¢1842—-1899) [17].

L'idée de structures de Poisson plus générales quesca$igociées a une structure symplec-
tiques est implicite dans les travaux 8ephus Lig17]. Ces structures apparaissent aussi sous
le nom degroupes de fonctiondans les travaux d€onstantin Caratbodory(1873-1959) [2],
et, plus recemment, sous le nomsirictures hamiltoniennetans les travaux de divers auteurs,
notammentAndrei lacobet Shlomo Sternberfp], Boris Kupershmidet Yuri lvanovich Manin
[11], William W. Symef25].

André Lichnerowicz1915-1998) [16] eAlexander Kirillov[8] ont independamment étudié
systématiquement ces structures, et en ont découvedrdbreuses propriétés, notamment leur
décomposition en feuilles symplectique. Leurs propgébcales ont été étudiées de maniéere tres
approfondie paAlan Weinsteif27].

La structure de Poisson canonique sur le dual d’'une algibtge est mentionnée implicite-
ment dans les travaux d&ophus Lig17]. Elle a été redécouverte pdean-Marie Souriayi24],
Alexander Kirillov[8] et Bertram Kostan{9].
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La cohomologie de Poisson a été définie pour la premisepgfarAndré Lichnerowic416].
Elle a été étudiée par de nombreux auteulshannes Huebschmanau VaismanPing Xy ...

Alan Weinsteirj28, 29] a utilisé les notions de groupoides et algat@eide Lie en géométrie
de Poisson et renouvelé lintéerét pour I'etude de casctiires. Independammemtjckael Ka-
rasevet Stanislas Zakrzewskint également vu l'intérét de ces structures en relasicec la
guantification.
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