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1 Espaces vectoriels symplectiques

1.1 Deéfinition et premieres propriétes

1.1.1 Cefinition. Un espace vectoriel symplectiqUE, w) est un espace vectoriel (réel, de di-
mension finie)E muni d’'une forme bilinéaire antisymeétrique: E x E — R, de rang égal a
dimE.

1.1.2 Commentaire. Antisymétrie : cela signifie que pour tout couplew) d’éléments dé,
W(W,V) = —w(V,W).

Rang dew : C’est la dimension de I'image d& par I'applicatione’ : E — E*, vi— o (V) =
—i(V)w.



1.1.3 Theoreme. La dimension d’'un espace vectoriel symplectique est tosijoaire. Notons-la
2n. |l existe toujours une bage;, e, ..., ), ditecanoniquetelle que pour tous i, 1 <i, j <n,

w(&,€j) = W(en+i €n+j) =0, (&, 6n+j) = —w(entj,&) =3 .
1.1.4 Proposition. Soit(E, w) un espace vectoriel symplectique. L'application
W V-V v (V) =—i(V)w

est un isomorphisme de E sur son duél E

1.1.5 Quelques proprétés. Soit 2n la dimension deE, (ey,...,e,) une base canonique de
(E,w) et(gl,... €% la base duale dE*. On a

n
w= Zlei Agm
i=
Par suite, pour tout(1 <i <n),
w(e)=—e", w(eni)=¢
Soit A" : E* — E I'isomorphisme inverse de”. On a
N(e) =ensi, N(e™)=-a.

Les isomorphismesy et A? se prolongent de maniére naturelle aux puissances extés de
E et de son duaE*. En particulier, A?(w) est un bivecteun e A2E, c’est-a-dire une forme
bilinéaire antisymétrique sul*.

A= /\ﬁ<ZeAe“+'> Z/\t1 ) AN (M) ZaAem.
|

Muni deA, E* est un espace vectoriel symplectiquext (E, w) — (E*,A) est un isomorphisme
d’espaces vectoriels symplectiques, d'invekée (E*,A) — (E, w).

1.2 Orthogonalité symplectique

1.2.1 Cefinition. Soit (E, w) un espace vectoriel symplectiqué/étun sous-espace vectoriel de
E. On appelleorthogonal symplectiqueeW le sous-espace vectoriel &e

orthW = {v € E; w(v,w) = 0 pour toutw € W} .

1.2.2 Definitions. Un sous-espace vectori de (E, w) est dit
(i) isotropesiW C orthw,
(i) coisotropesiW D orthWw,
(i) lagrangiensiW = orthW,
(iv) symplectiquei W N orthw = {0}.



1.2.3 Quelques propréetés. (E,w) espace vectoriel symplectiqu&, Wy, W, sous-espaces
vectoriels deE.

1. dimW +dimorthW = dimE;

2. orthlorthw) =W,

3. orthWy NWs,) = orthWy + orthWs ;

4. orthWy +Ws) = orthwj NorthWs ;

5. Wi C W, si et seulement si oriy, D orthWa.

6. Les noyaux de la restriction deaW et a ortiW sont tous deux égaux a

ker(wlw) = ker(w|orthw) =W Northw.

\‘

. dim(Wp NWs) — dim(orthWy NorthWs) = dimWj + dimW, — dimE.

1.2.4 Proposition. Soit(E, w) un espace vectoriel symplectique.

Pour tout sous-espace vectoriel W de E, on nofehnulateur de W ; c’est le sous-espace
vectoriel du dual E de E :

WO = {n € E*;(n,w) = 0 pour tout we W} .
Alors
orthw = AF(WP), W = A*(orthy WP).

W est isotrope danE, w) si et seulement si est cdsotrope dangE*, A).
W est cisotrope dangE, w) si et seulement si Y\est isotrope danéE*, ).

1.3 Laréduction; aspect al@brique

1.3.1 Theoreme. Soit(E, w) un espace vectoriel symplectique et W un sous-espace ie¢der
E. SoitW I'espace quotient R
W =W/(Wnorthw).

Soienti; etW, deuxélements d&V, w, et ws € W des repesentants, respectivemenwiget w,.
Posons
W(Wy,Wa) = w(Wg,W2) .

Alors (W, @) est un espace vectoriel symplectique apgsipace vectoriel symplectique réduit
assoceaW.

1.3.2 Remarque. dimW = dimW — dim(W N orthW), donc dimW et dimW N orthw) sont
de méme parité.

1.3.3ATréoréme. Soit (E, w) un espace vectoriel symplectique, W un sous-espace \ealeri
E, (W,®) I'espace vectoriel symplectiquéduit correspondant, etr: W — W la projection
canonigue. Soit L un sous-espace vectoriel isotrope de E.

1. Alors I(LNW) est un sous-espace vectoriel isotropaile

2. SiW est cisotrope et L lagrangierir(L "W) est un sous-espace vectoriel lagrangien de

~

W.

Démonstration.La preuve de 1 est immédiate. Celle de 2 se fait en évalaadinhension de
rm(LNW) grace a la propriété 7 de 1.2.3. O



2 Orthogonalité dans une varete symplectique

2.1 Varietés de rang constant

2.1.1 Cefinition. Soit (M, w) une variété symplectique Bt une sous-variété dé. On dit que
N estde rang constansi le rang de la 2-formgw induite parw surN est constant.

2.1.2 Remarque.Pour tout poink € N,
ker(iyw)(x) = TN N (orthTyN), .

DoncN est de rang constant si est seulement si la dimensidgMe (orthTyN) ne dépend pas
du choix dex dansN.
Le rang dayw enx € N est

rang(ifw(x)) = dimN — dim(TyN N (orthTyN)) .

2.1.3 Cas particuliers importants Soit (M, w) une variété symplectique. Une sous-varigté
deM est dite

— isotropesi pour toutx € N, TyN C orthTyN,

— caisotropesi pour toutx € N, TxN D orthTyN,

— lagrangiennesi pour toutx € N, TyN = orthTyN,

— symplectiquai pour toutx € N, TN N (orthTxN) = {0}.

Toutes ces sous-variétés sont de rang constant :
— 0 pour les sous-variétés isotropes ou lagrangiennes,
— 2dimN — dimM pour les sous-variétés coisotropes,
— dimN pour les sous-vériétés symplectiques.

2.1.4 Proposition. Sur une varete differentiable N, soitn une forme di#rentielle (de degr
guelconque p> 1) dont le noyakern est de rang constant. Sild= 0, kern est un sous-fili
vectoriel compttement irdgrable de TN. Le feuilletage de N qu’gfinit est appd feuilletage
caractéristiquelen.

2.1.5 Congquence. Soit N une sous-variété de rang constant d’'une variété sytigle
(M, w). Alors TNN (orthT N) est un sous-fibré vectoriel completement intégrabld te qui
définit le feuilletage caracteéristique gfgw.

Ce résultat va permettre la construction dedsiéte symplectiqueaduiteassociée a la sous-
variétéN de rang constant déVl, w).

2.2 Réduction d'une variété symplectique

2.2.1 Proposition. Soit N une sous-vaié de rang constant d’une vé@te symplectiquéM, w).
On suppose son feuilletage caradstique simple : cela signifie que I'ensembledes feuilles
pos&de une structure de vaéte differentiable telle que la projectiorg; : N — N soit une sub-

mersion. Alors il existe sUX une unique forme symplectiquetelle que
iNw = TQ.

On dit queN, ®) est lavariété symplectique réduitesssoceea N. Sa dimension esimN —
rangN.



2.2.2 Remarques.LorsqueN est coisotrope, de codimensipnla dimension de la variété sym-
plectique réduite est diM — 2p.

Lorsque le feuilletage caractéristique Man’est pas simple, le theoreme précédent peut étre
utilisé localementcar tout point déN posseéde un voisinage ouvert(dansM) tel que le feuille-
tage caractéristique d¢NU soit simple.

2.2.3 Theoreme. Soit H: M — R un hamiltonien sur la vaéte symplectiquéM, w), N une
sous-vargte de M, de rang constant, invariante par le flot du champ deevestde hamiltonien
H. On suppose le feuilletage caracistique de N simple, et on notg, : N — N la projection

sur la variete symplectiqueaduite(N, @).
Alors il existe suiN un hamiltonierH : N — R tel que Hy = H o 7%

De plus, pour toute courbe iggrale t— ¢ (t) du champ de vecteurs de hamiltonien H contenue
dans N, t— 1 0 ¢ (t) est une courbe iggrale du champ de vecteurs de hamiltortiedansN.

2.2.4 Exemple :fibration de Hopf. MunissongC? \ {(0,0)} (coordonnéeé&z; = x; +iy1, 2o =
X2 +1y2)) de la forme symplectique

1
w= ED(dzl/\dzl-i-ng/\de) =dyi Adxg +dy AdXp.

Posond~ =z177, B = 27, et

F—F X+yi-%-V;

H(z,2) = = .
22 =ETE X2+ Y3 +X5+Y5

On a{F;,R} =0, donc auss{H,F} = {H,F} =0.

Le systeme de hamiltonidA a deux intégrales premier€s et - en involution et fonction-
nellement indépendantes. Il est donc completemengliakie.
Pour tousa> 0 etb > 0,

Tab = {(z1,22) € C*\ {(0,0)};Fi(z1) = &, Fa(z2) = b}

est un tore lagrangien de dimension 2, invariant par le flattdamp de hamiltonieH.

La sous-variété coisotrope, de codimension 1,
N={(z1,22) € C*\ {(0,0)}; (Fi+)(21,22) = 21Z1 + %2 = 1}

est isomorphe a la spheg, et invariante par le flot du champ de hamiltoni¢n

Les feuilles du feuilletage caractéristiqueNle- S° sont les grands cercld$ez; o,€92,); 6 €
[0, 27'[] }, avecz; 0210+ 22,02,0 = 1.

Le feuilletage caractéristique dé= S° est simple, et la variété des feuilles (c’est-a-dire la
variété gymplectique reduifé) s'identifie & 'espace projectif comples&C (1), ou encore & la
spheres-.

La projection canoniqueg : S* — S, appelédibration de Hopfa pour expression

T ((z,22) = [(z,22)],

ou [(21,22)] désigne la classe d’equivalence(de z) € S°, pour la relation d’équivalence

5



(z1,2) et(Z,2,) € S sont équivalents s'il existe € [0,27] tel quez) = €92 etz, = €%2.
Sur la variété symplectique réedulie= S = PC(1), le hamiltonien réduit a pour expression

A~

H([(z.2)]) =271 — 2%.

Les orbites du systéme hamiltonien réduit sont les calrbe constante. Ce sont les cercles
paralléles, intersections de la sph&feavec des plans paralléles & 'équateur (si on pense a la
sphéres? comme plongée dans un espace euclidien de dimension 3, etergtobe terrestre).

3 Action d’'un groupe sur une variete symplectique

3.1 Rappel sur les actions de groupe

3.1.1 Cefinition. SoitM une variété differentiablés un groupe de Lie, eb: Gx M — M une
application differentiable. Pour togte G on noted®y : M — M I'application

Dy X+— Dg(X) =P(g,X), ge G, xeM.

On dit que® est uneaction de G sur Ma gauchesi
— pour tougy eth € G, ®go @y, = Py,
— ®e = idwm, C'est-a-dire, pour tout € M, ®(e x) = X, e désignant I'élément neutre @&

3.1.2 Congquence Lapplicationg — ®g est alors un homomorphisme Gedans le groupe
des diffeomorphismes dd.

3.1.3 Definition. Soit® : G x M — M une action a gauche d’un groupe de Geur une variété
differentiableM. On note§ I'algebre de Lie d&5. Pour chaqu& € G, on appellechamp fonda-
mental asso@a X le champ de vecteud§, surM :

Xm (X) = d%(d)(exp(sx,x)) ‘SZO, XeM, Xeg.

3.1.4 Proprietes des champs fondamentauxL'application X — Xy est un antihomomor-
phisme de I'algebre de Lig dans I'algebre de Lie des champs de vecteurd/sur

[XM,YM] = —[X,Y]M, XetY e 9;
pourtousgc GetX € G,
(®g)«(Xm) = (Adg X)m;
pour toutX € G, le champ de vecteurs fondamentg est complet, et a pour flot

(s,X) — P (exp(sX),X) .

3.2 Actions sur une vareté symplectique

3.2.1 Efinitions. Soit® : G x M — M une action d’un groupe de Li@ sur une variété sym-
plectique(M, w). On dit que cette action est
— symplectiqusi pour toutg € G, (Pg)*w = w;



— hamiltoniennesi elle est symplectique et si de plus il existe une appbceinéaireX — Jx
de§ dansC”(M,R) telle que, pour touX € G, le champ fondamentaly, associé &, soit
hamiltonien et admettd pour hamiltonien :

i(Xm)w=—-dX;

— fortement hamiltoniennsi elle est hamiltonienne et si on peut choisi— Jx de maniere
telle que
{JX,JY}:J[xyy], XetYeg.

3.2.2 Remarques.Soit® : G x M — M une action d’'un groupe de L& sur une variété sym-
plectique(M, w).

Si cette action est symplectique, pour t&¥ut G le champ fondamental assoei estlocale-
ment hamiltonienmais pas forcément hamiltoniei(Xy ) w est fermée, pas forcément exacte.

Si, pour toutX € G, le champXy est hamiltonien et b est connexe, I'actio® est symplec-
tique et hamiltonienne.

Pour une action hamiltonienne, I'applicati&n— Jx n’est pas unique et ne peut pas toujours
étre choisie de telle sorte que ce soit un homomorphismgébees de Lie. C'est lorsqu’elle
peut étre ainsi choisie que I'action est dibetement hamiltonienne

3.2.3 Cefinition. Soit® : G x M — M une action hamiltonienne du groupe de Gsur la variété
symplectique(M, w) et X — Jx une application linéaire d§ dansC*(M,R) telle que pour
chaqueX € g, le champ fondament3l admettelx pour hamiltonien. L'applicatiod : M — G*
telle que

=(J(x),X), xeM,Xe§

est appeleenomente I'action hamiltonienné.

3.2.4 Remarque.Le moment d’une action hamiltonienne n’est en généralypague. Lorsque
I'action est fortement hamiltonienne, il peut éttre chdistelle sorte que

{(.X), AN} = Q,[X.Y)(X), xeM, XetYe§.

3.2.5 Proposition. Soit® : G x M — M une action hamiltonienne du groupe de Lie G sur la
variéte symplectiquéM, w), de moment IM — G*. Pour chaque x M, soit

Ox={®(9,X);9€ G}, Gx={gecG®(gx) =x}
I'orbite du point X, et son groupe d’isotropie. On a :
ker(TyJ) = orth(TxOx) ;

TxJ(TxM) est 'annulateur de 'alg@bre de LieSx de G..
Si M est connexe, il existe une unique action affinde@ G surG* rendant Jequivariant :

J(®(9,%)) = ag(9,3(x)) = Adg(I(¥) + 6(g) -



3.2.6 Notations et commentaires.L'action coadjointe dés sur le dualG* de son algebre de
Lie est définie par

(Adg¢,X) = (§,Ady1X), g€G,&e§", Xeg,

et 'action adjointe dé& sur§ par

d
AdgX = d—s(gexp(sX)g‘l) <o -

L'application 8 : G — §* est un 1-cocycle d& a valeurs dan§* pour la représentation coad-
jointe :
6(gh) =Ady6(h)+6(g), getheG.
Poson®(X,Y) = (TeB(X),Y), XetY €.
©: G x § — R estuncocycle symplectique’est-a-dire antisymétriqu@(Y, X) = —0O(X,Y))
de l'algebre de Li€S.

On a pour touxX etY € §
{(J,X), <J,Y)} = w(Xm,Ym) = (J, [X,Y]> —0O(X,Y).

Lorsqu’on remplace le momedtparJ’ = J+ i, ol € §* est une constante, le cocy@eest
replacé pag’,
6'(9) = 6(g9) + U —Adg .
On peut choisid de maniéere telle qué@ = 0 (rendant ainsi le moment Aeequivariant) si et
seulement si I'actio® est fortement hamiltonienne.

3.2.7 Theoreme(Emmy Noether) Soit® : G x M — M une action hamiltonienne du groupe de
Lie G sur la varété symplectiquéM, w), de moment IM — G*. Soit H: M — R un hamiltonien
®-invariant :

Ho®dy(x) =H(x) pourtousge G, xe M.

Alors J garde une valeur constante sur chaque courligiratie du champ de hamiltonien H.

Démonstration.Pour toutx € M, dH(X) € (TXOX)O, donc la valeur er du champ de hamiltonien
H, A*(dH(x)) est élement dé&*(T,Ox)° = orth(TOx) = ker(T,J). Pour toute courbe intégrale
d(Jo¢(t))

t — ¢ (t) du champ de hamiltonidd, on a at

=0, doncJo ¢(t) = constante. O

3.3 Reéduction utilisant le moment

Soit® : G x M — M une action hamiltonienne du groupe de Gesur la variété symplectique
connexg M, w), de momend : M — G*, etH : M — R un hamiltonier®-invariant :

Ho®gy(x) =H(X) pourtousge G, xe M.

Soité € §* une valeur (faiblement) réguliere deGg la composante neutre du groupe d’iso-
tropie deé (pour I'action affine dé5 surG* qui rendJ équivariant), e son algebre de Lie.

Mg = J~1(&) est une sous-variété d&, a laquelle on va appliquer la méthode de réduction.



3.3.1 Theoreme (A. Weinstein, J. Marsden, K. Meyerfvec les notations @cises ci-dessus,

Mg = J71(&) est une sous-vagte de rang constant déM, w). Les feuilles de son feuilletage
caracéristique sont le orbites de I'action dégc‘;ur Mg, restriction de I'action® au sous-groupe

G; de G eta la sous-vaete M; de M.

Si ce feuilletage caraétitique est simple (c’esi-dire si I’ensembl&l} = Mg /G; des orbites
de I'action de G sur Mg a une structure de vagie telle que la projectionlqué ‘Mg — I\//I\E soit

une submersion), il existe su/At\g une forme symplectique uniq@ et un hamiltonien &duit
uniqueﬁg, tels que

iK/le:nE/I:cwE’ H‘MEZHEOHI-\//IE'
3.3.2 RemarquesDans le hypothéses du précédent théoremet seip (t) une courbe intégrale
du champ de hamiltonied contenue dans la sous-varidte deM. Sa projection suMg, t —
TGV'AE o ¢ (t), est une courbe intégrale du champ de hamiltoh/@ndans la variété symplectique
reduite(Mg, & ).

Ce théoreme de réduction est souvent utilisé pourifecia recherche des courbes intégrales
du champ de hamiltonieid, car il est souvent plus facile de déterminer d’abord Iguogections
sur la variété symplectique reduitils, @ ).

Cela fait, reste une derniere étapedeonstruction déterminer la courbe intégrale considéree
du champ de hamiltonigd connaissant sa projection siM, @).

3.4 Exemple : le probEme de Kepler

3.4.1 Description du probEme. On étudie le mouvement de deux plané®est P, soumises
a leur attraction gravitationnelle mutuelle. Ces plasetont assimilées a des points matériels

de massesm et mp. Leur position dans I'espace (aSS|m|Ie aun espace afﬂnbdaan E3 de
—

dimension 3) est reperee a chaque instapdr les vecteursl =OPR et rg = OPZ elements de

I'espace vectorieE® associé &3, O étant un point particulier d&2 pris pour origine. L'espace
de configuration de ce systeme est

—

{(r1,r2) eEPxE%ry £ 12},
L'espace des phases est le fibré cotangent a I'espace figuration. En utilisant la structure
—
euclidienne dé&3 pour l'identifier & son dual, on peut dire que I'espace dexsph est

— = = —

{(r1,r2,p1,p1) € E3>< E3 X E3 X E3 rl # r2}
Le hamiltonien et la forme symplectique du systeme sont

=P Py dpiAdry +dpaAdrs
== 4 = r{—r w= r r
2m1+2mz+ (|re—r2l), piAdry +dpaAdra,
— L. — —
avecp; = : U(r)=—4, pi,j etr; ; désignant les composantespleet r; dans une

— —
base orthonorméé,p; Adr; = z]?’:ld pij Adrij.




3.4.2 Decomposition du mouvement.Posons

— — — — — — mmp
(M+mp)rg=mry+Mpry,  =r;—ry, m:m1+mz,
et aussi o
po-piip, DR P2

m m M
—_ - — —

On peut prendreg, r, pg et p pour nouvelles variables puisque

—  — mo —> — — m —
r=rec+ , Ta=TIg— )
m1+m2 M + N
— — m— —

pl——pe-l- p, pz——pe— p.

Avec ces nouvelles variables, Ie hamiltonien et la formepiymlque s'écrivent

2 2 — — — —

PG P

H= + +U(r), w_dp Adr +dp/\dr .
2(m1+mz) 2m <) G G

Le systeme etudle se decompose en un prodmt de dewensgsthamiltoniens indépendants :

— un systeme SLE3 X E3 (varlablesrg, pg) décrivant le mouvement du centre de masse, de
hamiltonien et forme symplectique

2
He=——">—, =dpgAdrg;
G 2(my + my) WG PG G

— — — —
— un systeme sug®\ {0} x ES (variablesr , p), décrivant le mouvement autour du centre
de masse, de hamiltonien et forme symplectique

2

~ p - — —

H:— pu— .
5 +U(r), w=dpAadr

Cette décomposition est une propriété générale i@ France) sous le nom t@&oreme
de Koenigsen hommage au mathématicien francais Gabriel Koenigs841931). L'étude du
systeme hamiltonien décrivant le mouvement autour direele masse est [@obleme de Ke-
pler. Ce systeme décrit le mouvement d’un point matériel desma dans un champ gravita-

_)
tionnel central de potentiél (r ).

3 4.3 Synetries. Le groupeSQ(3), agissant a la fois sur les deux variables vectorleheet

p laisseH et @ invariants. Cette action est hamiltonienne. Son momeri¢esdbment cigtique
de la particule par rapport au centre attractif :

— —

. J(r,p)= T x H produit vectoriel der’ etp,

E3 étant identifié 30(3)* dual de l'algébre de Lie d8Q(3).

Le théoreme de Noether montre qﬂ(e? p)= T x p est constant. Par suite Ia trajectowe
de la particule est plane, contenue dans le plan passarg pantre attractif normal & a X p

La sous-variété dE3\{O} « ES



H
ou L est un élélment -non nul den(3)* est Iensemble de couples de vecte(Jrs p) tous
deux perpendiculaires la dont le produit vectoriel eslr_ Le triangle formé par l'origine et les
extrémités de ces deux vecteurs a une aire fixg2— | T |/2

L'action coadjointe deSQ(3) surso(3)* n'est autre que l'action naturelle diﬂ?;) sur E3
identifié &sa(3)*. Le sous-groupe d’invariance de est le groupe des rotations d’ a)ke L'ac-
tion de ce sous-groupe laisse invarante la forme et la dilmels triangle formé par le couple
de vecteurs{ r, ) puisqu’elle fait tourner ensemble ces deux vecteurs daptah normal a
L.

La variété symplectique quotient est le demi-plan oyvarsemble des couplésq) de réels
vérifiantr > 0, avec pour forme symplectique et pour hamiltonien
a

Iy 1 L2
w=dgAndr, H= 2m<q -|—r2)+U()avch(r)_—?.

La variableg a une signification simple : c’est la composante radialeidelilsion

— —
r.p
.

q:
Le systeme hamiltonien réduit s’écrit
dr oH q dg_ dH L2  duU L2 «

dt g m dt or mB dr . mR 2

On peut utiliser l'intégrale premiérd pour avoir une relation entreet . Pourl—T(r, q) =

on obtient ) ,
dr a L
2 f— —_— p— _— T =
q _mz(dt> 2m<E+ ; 2mr2) .

— —
Soit 8 'angle polaire der a partir d’'une origine arbitraire, dans le plan normdl aD’apres
H
la définition delL :
,d0

——=1L.
mr at

d / L2 2 2E| 2 L2 2
(@(m—l)) =1t maz—<m—1) !

et par suitefy étant une constante d’intégration

L2 2EL2
—— =1+1/1+"——-cog0— 6
ar + + s cos( b) -

C’est I'equation (en coordonnées polaires) d’'une comigyant I'origine pour foyer, de pa-

N . L2 , TP 2EL2
rametrep = = et d’excentricitee = /14 =5

On en déduit

PourE < 0, cette conique est une ellipse de demi-grandzeatede demi-petit axb :
o L

L p—
2|E| V/2m[E]|

La périodeT se calcule facilement en utilisant la loi des aires (cons@éqe de la constance de
_)
L):
T=ma,/-——=5-
2[EP
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3.4.4 Le vecteur excentricié Ce vecteur, parfois appelé vecteurRienge-Lenpu vecteur de
Laplace a tort, car sa découverte est dugaliob Hermanrf1678-1753), a pour expression

— —  —
— r px L
e

r ma

C’est une intégrale premiére du mouvement, associée action du group8Q(4), qui apparait
lorsqu’on “régularise” les collisions. Il est parallede plan de I'orbite, dirigé vers le périhélie,

_)
et son modulé e | est égal a I'excentricité de 'orbite.

4  Apercu historique

La réduction du nombre de fonctions inconnues a détamiors de I'étude d’'un systeme
meécanique grace a des intégrales premieres est @essi ancienne que le Calcul differentiel
lui-méme :Euler, Lagrange Hamilton, Jacobj Poincaré s’en sont servi avec de grands succes.

Tres tot on a remarqué que pour un systeme hamiltonéegphnaissance de intégrales
premieres deux a deux en involution (c’est-a-dire tetjae le crochet de Poisson de deux quel-
congues d’entre elles soit nul) permettait de diminuermie2iombre de fonctions inconnues et
conservait la forme hamiltonienne des équations.

L'idée d’'associer des intégrales premieres a un gralgpkie de symétries d’'un systéeme va-
riationnel est due &Amalie Emmy Rther (ou Noethej (1882-1935) [5]. Cette publication est
traduite et commentée dans le tres beau livhievdtte Kosmann-Schwarzbdéh

Les aspects géométriques de la reduction sont apparaggtlivementlean-Marie Souriau
[9] semble bien étre le premier a avoir clairement dééimdtion danomentde I'action hamilto-
nienne d’un groupe de Lie. Independamm@&iephen Smalg] a noté I'importance de I'appli-
cationénergie-momerdans les problemes de mécanique et donné une formulgémmétrique
de la réduction dans le formalisme lagrangiggrzy Sniatickyt Wlodzimierz Tulczyje\8] ont
décrit la réduction d’'une variété symplectique asseqila donnée d’'une sous-variété de rang
constant.

Jerrold MarsderetAlan Weinsteii2] ont donné a la réduction symplectique associéacibn
d’'un groupe de Lie de symétries, la forme que nous utilisansurd’hui.Kenneth Meyef4] a,
indépendamment et presque simultanément, préseatthéarie analogue.

La réduction symplectique a donné lieu a de nombreweld@pements et généralisations.
Le lecteur pourra en trouver une breve description dantidia de synthese de Marsden et
Weinstein [3], qui comporte une abondante bibliographairRine bonne partie, ces nouveaux
développements sont exposés de maniére détaillee’danellent livre deluan-Pablo Ortega&t
Tudor Ratiu[6]
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