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1.1 Variétés différentiables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 1
1.2 Les fibrés tangent et cotangent et leurs puissances ext´erieures . . . . . . . . . . . 2
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1 Rappels de Ǵeométrie diff érentielle

1.1 Variétés différentiables

1.1.1 D́efinitions. 1. Unevariét́e topologiquede dimensionn est un espace topologique dont
tout point possède un voisinage homéomorphe à un ouvert deR

n.

2. Unecarted’une variété topologiqueM de dimensionn est un couple(U,ϕ) oùU est un
ouvret deM et ϕ un homéomorphisme deU sur un ouvert deRn. Les fonctions qui, à un point
x ∈ U , associent les composantesx1, x2, . . . ,xn de ϕ(x), sont appeléescoordonńees localesdu
pointx dans la carte(U,ϕ).
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3. Un atlas de la variété topologiqueM, de dimensionn, est une famille
(

(Ui,ϕi), i ∈ I
)

de cartes telles que
⋃

i∈I Ui = M. Un tel atlas est ditdifférentiablesi, pour tout couple de cartes
(Ui,ϕi) et (U j ,ϕ j) de cet atlas, avecUi ∩U j 6= /0, l’application (appeléechangement de carte)
ϕ j ◦ϕ−1

i est un difféomorphisme (de classeC∞) de l’ouvertϕi(Ui ∩U j) sur l’ouvertϕ j(Ui ∩U j)
deR

n. Deux atlas différentiables
(

(Ui,ϕi), i ∈ I
)

et
(

(Vk,ψk), k ∈ K
)

sur cette variété sont dits
équivalentssi pour tout(i,k) ∈ I ×K tels queUi ∩Vk 6= /0, le changement de carteψk ◦ϕ−1

i est
un difféomorphisme (de classeC∞) de l’ouvertϕi(Ui ∩Vk) sur l’ouvertψk(Ui ∩Vk) deR

n.

3. Unestructure diff́erentiablesur une variété topologiqueM, de dimensionn, est la structure
déterminée par la donnée d’une classe d’équivalence d’atlas différentiables sur cette variété. Les
atlas appartenant à cette classe, et les cartes qui en sont les éléments, sont ditsadmissibles. Munie
d’une telle structure, la variété topologiqueM est appeléevariét́e diff́erentiable.

1.1.2 Remarques.Assez curieusement, bien que chacun de ses points possède un voisinage
séparé, une variété topologique, ou différentiable,n’est pas toujours un espace topoogique séparé.
Dans tout ce qui suit, sauf mention contraire, on supposera que les variétés considérées sont
séparées.

Pour simplifier, nous avons défini ci-dessus lesvariét́es diff́erentiables de classe C∞, que nous
appelerons variétés différentiables tout court. En inposant aux changements de carte d’être de
classe de différentiabilitéCp, p entier≥ 1, ou d’être analytiques, on définit de même les variétés
différentiables de classeCp, et les variétés analytiques. On utilise la notationCω pour désigner
les variétés analytiques.

1.1.3 D́efinitions. Une applicationf : M → N d’une variété différentiableM (de dimensionm)
dans une autre variété différentiableN (de dimensionn) est ditedifférentiablesi pour toute carte
admissible(U,ϕ) deM et toute carte admissible(V,ψ) deN, l’application composéeψ ◦ f ◦ϕ−1,
définie sur l’ouvertϕ

(

U ∩ f−1(V)
)

deR
m, et à valeurs dansRn, est différentiable (de classeC∞).

On appellerang au point x∈ M de l’application différentiablef : M → N le rang au pointφ(x)
de la matrice jacobienne deψ ◦ f ◦ϕ−1. On vérifie que ce rang ne dépend pas du choix des cartes
admissibles(U,ϕ) et (Vψ).On dit quef est une

– submersionau pointx si son rang en ce point est égal à la dimension deN,
– immersionau pointx si son rang en ce point est égal à la dimension deM.

1.2 Les fibrés tangent et cotangent et leurs puissances extérieures

1.2.1 D́efinitions. SoientM etN deux variétés différentiables.

1. Deux applications différentiablesf1 : M → N et f2 : M → N sont ditesC1-équivalentesen
un pointx deM si f1(x) = f2(x) et si, pour toute carte admissible(U,ϕ) deM et toute carte
admissible(V,ψ) deN telles quex∈U et f1(x) = f2(x) ∈V, ψ ◦ f1◦ϕ−1 et ψ ◦ f2◦ϕ−1

ont même matrice jacobienne au pointϕ(x). La classe d’équivalence d’une application
différentiablef : M → N, pour cette relation, est appeléejet d’ordre 1de f au pointx.

2. Soitx∈ M. On appellevecteur tangent en x̀a M le jet d’ordre 1 à l’origine d’une applica-
tion différentiablef : I → M, où I est un intervalle ouvert deR contenant l’origine et oùf
est telle quef (0) = x.

3. Soitx∈ M. On appellecovecteur au point x de Mle jet d’ordre 1 enx d’une application
différentiableh : U →R, oùU est un ouvert deM contenantx et oùh est telle queh(x) = 0.

1.2.2 Remarque.Pour vérifier que deux applications différentiablesf1 : M → N et f2 : M → N
ont même jet d’ordre 1 en un pointx ∈ M, il suffit de vérifier quef1(x) = f2(x) et que, pour
pour une carte admissible(U,ϕ) de M et une carte admissible(V,ψ) de N telles quex ∈ U et
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f1(x) = f2(x) ∈V, ψ ◦ f1◦ϕ−1 et ψ ◦ f2◦ϕ−1 ont même matrice jacobienne au pointϕ(x). On
vérifie en effet que si cette propriété est vraie pour un choix particulier de ces cartes, elle est vraie
pour tout autre choix.

1.2.3 Proposition.Soit M une varíet́e diff́erentiable de dimension n.

1. L’ensemble des vecteurs tangents en un point x∈ M poss̀ede une structure naturelle d’es-
pace vectoriel de dimension n. On le note TxM.

2. De m̂eme, l’ensemble des covecteurs au point x∈ M poss̀ede une structure naturelle d’es-
pace vectoriel de dimension n. On le note T∗

x M.

3. Les espaces tangent et cotangentà M en un point x sont en dualité. Le couplage par dualité
entre un covecteurα ∈ T∗

x M et un vecteur v∈ TxM est d́efini par la formule

〈α,v〉 =
d(h◦ f )(t)

dt

∣

∣

t=0 ,

où f : I → M est une application différentiable d’un intervalle ouvert I deR contenant l’origine
telle que f(0) = x, dont le jet d’ordre 1 en0 est le vecteur v, et òu h : U → R est une application
différentiable d’un ouvert U de M contenant x dansR, telle que h(x) = 0, dont le jet d’ordre1
en x est le covecteurα.

Démonstration.On montre d’abord 2 : on peut ajouter deux applications diff´erentiablesh1 et h1

d’un ouvertU deM contenantx dansR telles queh1(x) = h2(x) = 0. Leur somme est encore une
application différebntiable deU dansR qui prend enx la valeur 0. De même, on peut multiplier
par un scalaire une application différentiableh de U dansR telle queh(x) = 0. La structure
d’espace vectoriel ainsi obtenue se transfère lorsqu’on passe aux jets d’ordre 1, et on a ainsi sur
T∗

x M une structure naturelle d’espace vectoriel. Prenons une carte admissible(U,ϕ) deM avec
x∈ U , telle que les coordonnées locales associéesx1, . . . ,xn soient nulles enx (on peut oujours
se ramener à ce cas en remplaçantϕ parϕ −ϕ(x)). On vérifie que les jets d’ordre 1 au pointx
des fonctions coordonnéesx1, . . . ,xn, notéesdx1(x), . . . ,dxn(x), forment une base deT∗

x M, qui
est donc de dimensionn.

On montre ensuite 3 en prouvant que le second membre de la formule qui défini〈α,v〉 ne
dépend pas du choix des applicationsf et h dont les jets d’ordre 1, respectivement en 0 et enx,
sontα et v.

Il est alors facile de prouver 1.

1.2.4 D́efinitions. Soit M une variété différentiable de dimensionn.

1. On appellefibré tangentà M l’ensemble de tous les vecteurs tangents àM, en tous ses
points. On le noteTM :

TM =
⋃

x∈M

TxM .

L’application deTM dansM qui, à un vecteurv ∈ TM, associe le pointx ∈ M en lequelv est
tangent, est appeléeprojection canoniqueet notéeτM : TM → M.

2. On appellefibré cotangent̀a M l’ensemble de tous les covecteurs attachés àM, en tous ses
points. On le noteT∗M :

T∗M =
⋃

x∈M

T∗
x M .

L’application deT∗M dansM qui, à un covecteurα ∈ T∗M, associe le pointx∈ M auquelα est
attaché, est appeléeprojection canoniqueet notéeπM : T∗M → M.
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1.2.5 Proposition.Soit M une varíet́e diff́erentiable de dimension n.

1. Le fibŕe tangent TM et le fibré cotangent T∗M poss̀edent des structures de variét́es diff́erentiables
de dimension2n, naturellement d́etermińees par celle de M, telles que les projections cano-
niquesτM : TM → M et πM : T∗M → M soient des submersions, c’est-à-dire des applications
différentiables partout de rang n.

2. Chaque carte admissible(U,ϕ) de M d́etermine des cartes admissibles de TM et de T∗M,
dont les domaines de définition sont, respectivement,τ−1

M (U) et π−1
M (U).

Démonstration.On montre d’abord 2. Notonsx1, . . . ,xn les fonctions coordonnées locales dans
la carte(U,ϕ) de M. Pour tout pointa deU , on notedx1(a), . . . ,dxn(a) les jets d’ordre 1 au
point a des fonctions, définies surU , x 7→ x1(x)− x1(a), . . ., x 7→ xn(x)− x1(a). Puisque ces
fonctions sont nulles ena, leurs jets d’ordre 1 ena sont des covecteurs, éléments deT∗

a M, qui
forment une base de cet espace vectoriel. Par suite, tout covecteur élément deπ−1(U) peut être
repéré au moyen de 2n coordonnées locales : lesn coordonnéesx1(a), . . . ,xn(a) du pointa de
U auquel ce covecteur est attaché, et lesn composantesp1, . . . , pn de ce covecteur dans la base
(

dx1(a), . . . ,dxn(a)
)

deT∗
a M. Ceci détermine donc une carte deT∗M, de domaineπ−1

M (U). On
vérifie aisément que les changements de carte sont différentiables. L’applicationπM, qui à un
covecteur de coordonnées localesx1, . . . ,xn, p1, . . . , pn fait correspondre le point deM de coor-
données localesx1, . . . ,xn, est partout de rangn, et bien entendu est surjective. On a ainsi prouvé
2 et 1 pour le fibré cotangentT∗M.

Un raisonnement analogue, dans lequel on remplace la base
(

dx1(a), . . . ,dxn(a)
)

deT∗
a M par

la base duale souvent notée
(

∂
∂x1(a), . . . ,

∂
∂xn(a)

)

,

deTaM, prouve les propriétés 1 et 2 pour le fibré tangentTM.

1.2.6 D́efinitions. Soit M une variété différentiable de dimensionn.

1. Pour tout entierp ≥ 1, un p-multivecteur au pointx ∈ M est une formep-multilinéaire
alternée sur l’espace cotangentT∗

x M. L’ensemble desp-multivecteurs enx est noté
∧p(TxM) et

l’ensemble de tous lesp-multivecteurs est noté
∧p(TM) =

⋃

x∈M
∧p(TxM).

2. Pour tout entierp≥ 1, unep-forme au pointx∈ M est une formep-multilinéaire alternée
sur l’espace tangentTxM. L’ensemble desp-formes enx est noté

∧p(T∗
x M) et l’ensemble de

toutes lesp-formes est noté
∧p(T∗M) =

⋃

x∈M
∧p(T∗

x M).

1.2.7 Proposition.Soit M une varíet́e diff́erentiable de dimension n et p≥ 1 un entier.

1. L’ensemble
∧p(TxM) des p-multivecteurs et l’ensemble

∧p(T∗
x M des p-formes en un point

x de M sont des espaces vectoriel de dimension
n!

p!(n− p)!
.

2. Les espaces
∧p(TM) des p-multivecteurs et

∧p(T∗M) des p-formes sont des variét́es

différentiables de dimensions n+
n!

p!(n− p)!
. Les projections caoniques, encore notéesτM et

πM, qui à un p-multivecteur, ou une p-forme, associent le point de M auquel ce p-multivecteur
ou cette p-forme sont attachés, sont des submersions.

3. A chaque carte(U,ϕ) de M sont naturellement associées des cartes de
∧p(TM) et de

∧p(T∗M), de domainesτ−1
M (U) et π−1

M (U), respectivement.

Démonstration.Elle est semblable aux preuves des propositions 1.2.3 et 1.2.5.
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1.3 Champs et formes diff́erentielles

1.3.1 D́efinition. Soit M une variété différentiable etp un entier≥ 1.

1. On appellechamp de p-multivecteursune section différentiable du fibré desp-multivecteurs,
c’est-à-dire une application différentiableP : M →

∧p(TM) telle queτM ◦P = idM. Pour p =
1, on dit simplementchamp de vecteurs. On noteAp(M) l’espace de tous les champs dep-
multivecteurs.

2. De même, on appellep-forme diff́erentielleune section différentiable du fibré desp-formes,
c’est-à-dire une application différentiableη : M →

∧p(T∗M) telle queτM ◦η = idM. Pourp = 1
on ditforme diff́erentielleouforme de Pfaff. On noteΩp(M) l’espace desp-formes différentielles.

1.3.2 Alg̀ebres ext́erieures. Soit M une variété différentiable. On a défini ci-dessusAp(M) et
Ωp(M) pour tout entierp≥ 1. Par convention, on poseA0(M) = Ω0(M) = C∞(M,R), espace des
fonctions différentiables surM à valeurs réelles, et, pourp < 0, Ap(M) = Ωp(M) = 0. On peut
alors poser

A(M) =
⊕

p∈Z

Ap(M) , Ω(M) =
⊕

p∈Z

Ωp(M) .

On sait queA(M) et Ω(M) sont des algèbres graduées associatives etZ2-commutatives, dont la
loi de composition est le produit extérieur, noté∧.

1.3.3 Expressions locales.Ainsi qu’on vient de le voir, à chaque carte(U,ϕ) deM, dont les
fonctions coordonnées sont notéesx1, . . . ,xn, sont naturellement associées des cartes deTM, de
T∗M et des fibrés de leurs puissances extérieures.

Pour le fibré cotangent, les valeurs, en un pointx∈U du domaine de la carte, des différentielles
dxi des fonctions coordonnées forment une base deT∗

x M. Lesn composantes, dans cette base,
d’un élément courant deT∗

x M seront notéesp1, . . . , pn. Les 2n quantitésx1, . . . ,xn, p1, . . . , pn

forment un système de coordonnées dans une carte deT∗M, de domaineπ−1
M (U), diteassocíee

à la carte(U,ϕ) deM.

En d’autres termes,dx1, dx2, . . . ,dxn sont des sections du fibré cotangent, c’est-à-dire des
formes de Pfaff, définies sur l’ouvertU deM, qui forment une base du moduleΩ1(U) des sec-
tions de ce fibré définies surU .

Pour le fibré tangent, on prend, en chaque pointx ∈ U , la base deTxM duale de la base
(

dx1(x), dx2(x), . . . ,dxn(x)
)

. On a noté cette base

(

∂
∂x1(x), . . . ,

∂
∂xn(x)

)

.

Les composantes dans cette base d’un élément courant deTxM seront notéesv1, . . . ,vn. Les 2n
quantitésx1, . . . ,xn, v1, . . . ,vn forment un système de coordonnées dans une carte deTM, de
domaineτ−1

M (U), diteassocíeeà la carte(U,ϕ) deM.

Les
∂

∂x1 , . . . ,
∂

∂xn sont des sections du fibré tangent, c’est-à-dire des champs de vecteurs,

définis sur l’ouvertU de M, qui forment une base du moduleA1(U) des sections de ce fibré
définies surU .

Pour les fibrés des puissances extérieures
∧p(T∗M) et

∧p(TM), la construction est anologue.
Commençons par

∧p(T∗M). Pour chaque choix possible dep indices(i1, . . . , ip) choisis parmi
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(1,2, . . . ,n) vérifianti1 < i2 < · · ·< ip, on fait le produit extérieurdxi1 ∧· · ·∧dxip. C’est une sec-
tion du fibré

∧p(T∗M) définie surU , autrement dit unep-forme différentielle élément deΩp(U).

Les
n!

p!(n− p)!
p-formes différentielles ainsi obtenues forment une base du moduleΩp(U). Au-

trement dit, toutep-forme différentielle définie surU s’écrit, de manière unique, sous la forme

η = ∑
1≤i1<···<ip≤n

ηi1...ipdxi1 ∧· · ·∧dxip ,

où lesηi1...ip sont des fonctions différentiables définies surU .

De même, dans le domaineU de la carte deM considérée, les champs dep-multivecteurs

∂
∂xi1

∧
∂

∂xi2
∧· · ·∧

∂
∂xip

, 1≤ i1 < i2 < ip ≤ m

forment une base du moduleAp(U) des champs dep-multivecteurs défénis dans ce domaine, de
sorte que toutp-multivecteur défini surU s’exprime, de manière unique, sous la forme

P = ∑
1≤i1<···<ip≤n

Pi1...ip ∂
∂xi1

∧· · ·∧
∂

∂xip
,

où lesPi1...ip sont des fonctions différentiables définies surU .

1.4 La différentielle ext́erieure

1.4.1 Différentielle d’une fonction. Soit M une variété différentiable.́A toute fonction diffé-
rentiablef ∈ Ω0(M) =C∞(M,R), on peut, de manière très naturelle, associer une forme dePfaff
d f ∈ Ω1(M). On a d’ailleurs déjà utilisé cette construction pour les fonctions coordonnées dans
le domaine d’une carte. Pour tout pointa∈M, d f(a) est le covecteur, élément deT∗

a M, déterminé
par le jet d’ordre 1 ena de la fonction, qui prend ena la valeur nulle,f − f (a) : x 7→ f (x)− f (a).

1.4.2 Th́eorème. Soit M une varíet́e diff́erentiable. On noteΩ(M) =
⊕

p∈Z Ωp(M) l’alg èbre des
formes diff́erentielles sur cette variét́e.

Il existe un oṕerateur lińeaire unique d: Ω(M)→Ω(M), appeĺedifférentielle extérieure, ayant
les propríet́es suivantes.

1. L’opérateur d est gradúe de degŕe1, ce qui signifie que

pour chaque entier p, d
(

Ωp(M)
)

⊂ Ωp+1(M) .

2. Lorsque f∈ Ω0(M = C∞(M,R), d f ∈ Ω1(M) est la diff́erentielle de f d́ejà définie (1.4.1).

3. L’opérateur d est unedérivationgradúee. Cela signifie que

si η ∈ Ωp(M) et ζ ∈ Ω(M) , d(η ∧ζ ) = dη ∧ζ +(−1)pη ∧dζ .

4. L’opérateur d est de carré nul
d◦d = 0.

Démonstration.Puisqued est une dérivation, c’est un opérateur local, ce qui permet de tra-
vailler dans le domaine d’une carte. Les propriétés que cet opérateur doit posséder sont telles
que l’expression locale, dans le domaine d’une carte, de la différentielle extérieure d’une forme
différentielle de degrép est parfaitement déterminée. Il reste à vérifier que cette expression a bien
une signification intrinsèque, c’est-à-dire que lors d’un changement de carte, c’est bien toujours
le même élément de l’algèbre des formes différentielles qu’on définit. La vérification nécessite un
calcul assez laborieux, mais instructif. Il existe bien entendu aussi des preuves plus intrinsèques
que le lecteur trouvera dans n’importe quel ouvrage de géométrie différentielle.
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1.4.3 Expression locale de la diff́erentielle ext́erieure. Nous allons l’indiquer successive-
ment pour une fonctionf ∈ Ω0(M), une forme de Pfaffα ∈ Ω1(M), une 2-forme différentielle
ω ∈Ω2(M). Nous considérons une carte(U,ϕ) deM dont les coordonnées locales sontx1, . . . ,xm.

La fonction f ∈ C∞(M,R) s’exprime, dans cette carte, comme une fonction den variables
réellesx1, . . . ,xn. Pour alléger l’écriture, nous noterons égalementf cette fonction den variables
réelles. Les puristes la noteraientf ◦ϕ−1. La différentielled f a pour expression

d f =
n

∑
i=1

∂ f
∂xi dxi .

Une forme de Pfaffα ∈ Ω1(M), a pour expression locale

α =
n

∑
j=1

α j dxj .

Sa différentielle extérieure a pour expression

dα =
n

∑
i=1

dαi ∧dxi = ∑
1≤i , j≤n

∂α j

∂xi dxi ∧dxj = ∑
1≤i< j≤m

(

∂α j

∂xi −
∂αi

∂x j

)

dxi ∧dxj

compte tenu dedxj ∧dxi = −dxi ∧dxi .

Une 2-forme différentielleω ∈ Ω2(M) a pour expression locale

ω = ∑
1≤ j<k≤n

ω j k dxj ∧dxk ;

Sa différentielle extérieure a pour expression

dω = ∑
1≤ j<k≤n

dω j k ∧dxj ∧dxk = ∑
1≤i≤n,1≤ j<k≤n

∂ω j k

∂xi dxi ∧dxj ∧dxk

= ∑
1≤i< j<k≤n

(

∂ω j k

∂xi +
∂ωk i

∂x j +
∂ωi j

∂xk

)

dxi ∧dxj ∧dxk

compte tenu deω j i = −ωi j et dedxj ∧dxi = −dxi ∧dxj .

1.4.4 D́efinitions. Une formeη ∈ Ωp(M) est dite
– ferméesi dη = 0,
– exactes’il existe une formeζ ∈ Ωp−1(M) telle queη = dζ .

1.4.5 Expression d’une 2-forme ferḿee. Soit ω une 2-forme différentielle ayant pour ex-
pression locale, dans une carte deM dont les coordonnées locales sontx1, . . . ,xn,

ω = ∑
1≤ j<k≤n

ω j k dxj ∧dxk ;

Cette forme est fermée si et seulement si, pour tous(i, j, k), 1≤ i < j < k≤ n,

∂ω j k

∂xi +
∂ωk i

∂x j +
∂ωi j

∂xk = 0.

En particulier, une 2-forme dont les composantes (dans des cartes bien choisies) sont des constantes
est fermée.
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1.4.6 Changement de carte.Soit M une variété différentiable,(x1, . . . ,xn) et (y1, . . . ,yn) les
coordonnées locales dans deux cartes dont les domainesU etV ont une intersection non vide.

Formules pour la variétéN :

yi = yi(x1, . . . ,xn) et inversement xi = xi(y1, . . . ,yn) ,

Formules pour le fibré tangent : Si(x1, . . . ,xn,v1, . . . ,vn) et (y1, . . . ,yn,w1, . . . ,wn) sont les co-
ordonnés locales dans les cartes associées deTM :

wi =
n

∑
k=1

∂yi

∂xk vk , et inversement vi =
n

∑
k=1

∂xi

∂ykwk .

Formules pour le fibré cotangent : Si(x1, . . . ,xn, p1, . . . , pn) et (y1, . . . ,yn,q1, . . . ,qn) sont les
coordonnées locales dans les cartes associées deT∗M, on a

pi =
n

∑
k=1

∂yk

∂xi qk , et inversement qi =
n

∑
k=1

∂xk

∂yi pk .

Ces formules résultent immédiatement de

dyi =
n

∑
k=1

∂yi

∂xk dxk , par dualité
∂

∂xi =
n

∑
k=1

∂yk

∂xi

∂
∂yk ,

et des formules réciproques obtebues en échangeant les rˆoles desxi et desy j .

1.5 Champs de vecteurs

Dans tout ce paragrapheM est une variété différentiable. On va rappeler les constructions qui
permettent d’associer à un champ de vecteursX ∈ A1(M) une dérivationL(X), appeléedérivée
de Lie selon X, de l’algèbre des fonctions différentiablesC∞(M,R). Cette dérivation se prolonge
d’ailleurs, avec le même nom, en une dérivation graduée de degré 0 aux algèbres extérieures
Ω(M) et A(M). En particulier, elle détermine surA1(M) une structure d’algèbre de Lie.

On rappelera aussi qu’un champ de vecteursX ∈ A1(M) détermine une équation différentielle
surM, et on définira les notions deflot et de variét́e des mouvementspour cette équation.

1.5.1 D́efinition. SoitX ∈A1(M) un champ de vecteurs etf ∈C∞(M,R) une fonction différentiable.
On appelledérivée de Lie de f selon Xet on noteL(X) f , ou parfoisX. f , la fonction

L(X) f (x) =
〈

d f(x),X(x)
〉

, x∈ M .

1.5.2 Proposition. La dérivée de Lie selon un champ de vecteurs X est une dérivation de
l’alg èbre des fonctions C∞(M,R). Cela signifie queL(X) est un endomorphisme linéaire de
cet espace et que, si f et g∈C∞(M,R) sont deux fonctions,

L(X)( f g) =
(

L(X) f
)

g+ f
(

L(X)g
)

.

Démonstration.C’est une conséquence immédiate du fait que la différentielle extérieured est
une dérivation, donc qued( f g) = (d f)g+ f (dg).
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1.5.3 Expression de la d́erivée de Lie en coordonńees locales.Si le champ de vecteursX a
pour expression locale

X =
n

∑
i=1

Xi ∂
∂xi ,

la dérivée de Lie def selonX a pour expression locale

L(X) f =
n

∑
i=1

Xi ∂ f
∂xi .

1.5.4 Proposition.Soient X et Y∈ A1(M) deux champs de vecteurs. Il existe un unique champ
de vecteurs, appelécrochet deX et deY et not́e [X,Y], tel que pour toute fonction f∈C∞(M,R),

L
(

[X,Y]
)

f =
(

L(X)◦L(Y)−L(Y)◦L(X)
)

f .

Démonstration.On peut, soit faire le calcul en coordonnées locales et constater que les dérivées
partielles secondes def disparaissent, soit remarquer que le commutateur de deux d´erivations
est une dérivation et que toute dérvation deC∞(M,R) est de la formeL(Z), pour un champ de
vecteursZ parfaitement déterminé.

1.5.5 Expression du crochet en coordonńees locales.Si les champs de vecteursX etY ont
pour expression locale

X =
n

∑
i=1

Xi ∂
∂xi et Y =

n

∑
i=1

Yi ∂
∂xi ,

le crochet[X,Y] a pour expression locale

[X,Y] =
n

∑
k=1

(

Xk∂Yi

∂xk −Yk ∂Xi

∂xk

)

∂
∂xi .

1.5.6 Th́eorème. Muni du crochet comme loi de composition, l’espace A1(M) des champs de
vecteurs sur M est une algèbre de Lie. Cela signifie que ce crochet est bilinéaire, antisyḿetrique
([Y,X] = −[X,Y]), et qu’il vérifie l’identité de Jacobi

[

X, [Y,Z]
]

+
[

Y, [Z,X]
]

+
[

Z, [X,Y]
]

= 0, X , Y et Z∈ A1(M) .

De plus, le crochet v́erifie l’identité de Leibniz

[X, fY] =
(

L(X) f
)

Y+ f [X,Y] , X et Y∈ A1(M) , f ∈C∞(M,R) .

Démonstration.Ces propriétés sont faciles à établir par des calculs utilisant les expressions lo-
cales.

1.5.7 Remarque.La dérivée de LieL(X) selon un champ de vecteursX s’étend en une dérivation
graduée de degré 0 des algèbres extérieuresΩ(M) etA(M). En particulierL(X) appliqueA1(M)
dans lui-même et

L(X)Y = [X,Y] , X etY ∈ A1(M) .

Nous définirons plus loin ce prolongement deL(X) en dérivation des algèbres extérieures en
utilisant la notion deflot d’un champ de vecteurs.

1.5.8 D́efinitions. Soit X ∈ A1(M) un champ de vecteurs. On appelleéquation diff́erentielle
assocíeeà X l’équation

d f(t)
dt

= X
(

f (t)
)

.

On appellesolutionou courbe int́egralede cette équation une application différentiablef : I →
M, définie sur un intervalle ouvertI deR et à valeurs dansM, tel qu’en tout pointt ∈ I , l’égalité
exprimée par l’équation différentielle soit satisfaite.
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1.5.9 Commentaire. Avec les notations de la définition ci-dessus, on rappelle que, pour tout

t ∈ I ,
d f(t)

dt
désigne le jet d’ordre 1 en 0 de l’applications 7→ f (t +s). C’est donc, conformément

à la définition 1.2.1, un covecteur attaché au pointf (t).

On rappelle aussi que puisque le champ de vecteursX a été supposé différentiable de classeC∞,
pour toutx0 ∈ M, il existe une unique solution maximale de l’équation différentielle associée àX
qui prend la valeurx0 pourt = 0. Cette solution est définie sur un intervalle ouvert deR contenant
l’origine. Cela justifie la définition suivante.

1.5.10 D́efinition. On appelleflot (ou parfoisflot réduit) d’un champ de vecteursX l’application,
définie sur une partieΩX deR×M et à valeurs dansM, notée(t,x) 7→ ΦX(t,x), ayant les pro-
priétés suivantes. Pour toutx∈ M, IX(x) =

{

t ∈ R;(t,x) ∈ ΩX
}

est l’intervalle ouvert (toujours
non vide car contenant 0) sur lequel est définie la solution maximale de l’équation différentielle
associée àX qui prend la valeurx pourt = 0, et cette solution maximale est

t 7→ ΦX(t,x) .

1.5.11 Propríetés du flot. On montre que l’ensembleΩX sur lequel est défini le flotΦX du
champ de vecteursX est un ouvert deR×M et queΦX est une application différentiable. Cette
application vérifie

ΦX(0,x) = x,
∂ΦX(t,x)

∂ t
= X

(

ΦX(t,x)
)

, (t,x) ∈ ΩX .

Ces expressions ne font qu’expliciter la définition.

On montre aussi que pour toutt ∈ R, l’ensemble

DX(t) =
{

x∈ M;(t,x) ∈ ΩX
}

est un ouvert (pouvant être vide) deM, et que l’application

x 7→ ΦX(t,x)

est un difféomorphisme deDX(t) surDX(−t), dont l’inverse est

y 7→ ΦX(−t,y) .

On montre enfin que

ΦX
(

t2,ΦX(t1,x)
)

= ΦX(t2+ t1,x) , t1 et t2 ∈ R , x∈ M ,

en ce sens que chaque fois qu’un des membres de cette égalit´e est défini, l’autre l’est aussi et
l’égalité est vérifiée.

1.5.12 Remarque.La notion de flot s’étend sans difficulté auxéquations diff́erentielles non
autonomesde la forme

d f(t)
dt

= X
(

t, f (t)
)

.

Dans cette expression,X : (t,x) 7→ X(t,x) est unchamp de v ecteurs dépendant du temps, c’est-
à-dire une application différentiable, définie sur un ouvert deR×M et à valeurs dansTM, telle
que pour tous(t,x) pour lequelX(t,x) est défini, on aitX(t,x) ∈ TxM. Le flot (on dit parfois
flot complet, pour souligner la distinction à faire avec leflot réduit) de cette équation est une
applicationΦX, définie sur un ouvert deR×R×M, telle que pour tout couple(t0,x0) ∈ R×
M pour lequelX(t0,x0) est défini, l’applicationt 7→ ΦX(t, t0,x0) soit la solution maximale de
l’équation différentielle ci-dessus prenant la valeurx0 pourt = t0.
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1.6 Prolongement aux vecteurs d’une application et image réciproque d’une
forme

1.6.1 Proposition.Soit f : M → N une application diff́erentiable d’une varíet́e diff́erentiable M
dans une autre variét́e diff́erentiable N. Soit x∈ M et v∈ TxM. Soit d’autre partφ : I → M une
application diff́erentiable d́efinie sur un intervalle ouvert I deR contenant l’origine,̀a valeurs
dans M, v́erifiant ϕ(0) = x, et dont le jet d’ordre1 en 0 est le vecteur v. Le jet d’ordre1 à
l’origine de l’application f◦ϕ : I →N est un vecteur,́elément de Tf (x)N, qui d́epend lińeairement
de v∈ TxM, mais pas du choix de l’applicationϕ. On d́efinit ainsi une application différentiable
T f : TM → TN appeĺeeprolongement def aux vecteurs, qui v́erifie τN ◦T f = τM ◦ f , c’est-̀a-
dire qui rend commutatif le diagramme

TM
T f

- TN

M

τM

? f
- N

τN

?

Démonstration.Elle résulte d’un simple calcul en coordonnées locales.

1.6.2 Proposition.Soit f : M → N une application diff́erentiable d’une varíet́e diff́erentiable M
dans une autre variét́e diff́erentiable N. Soitη ∈ Ωp(N) une forme diff́erentielle de degŕe p sur
N. Pour tout x∈ M et tous v1, . . . , vp ∈ TxM on pose

f ∗η(x)(v1, . . . ,vp) = η
(

f (x)
)(

T f(v1), . . . ,T f(vp)
)

.

On d́efinit ainsi une p-forme différentielle f∗η ∈ Ωp(M) appeĺeeimage réciproquedeη par f .

L’application η 7→ f ∗η est un homomorphisme de l’algèbre ext́erieureΩ(N) dans l’alg̀ebre
ext́erieureΩ(M).

Démonstration.C’est une conséquence immédiate de la proposition préc´edente.

1.6.3 Remarque.On ne peut en général pas définir l’image réciproque par une application
différentiable f : M → N, d’un champ de vecteurs, ou d’un champ de multivecteurs, surla
variétéN. On peut cependant le faire dans le cas particulier important où f : M → N est un
difféomorphisme. Cette remarque va nous permettre de défrinir la dérivée de Lie, relativement à
un champ de vecteurs, des champs de multivecteurs aussi bienque des formes différentielles.

1.6.4 Proposition.Soit X∈ A1(M) un champ de vecteurs sur la variét́e diff́erentiable M etΦX

son flot. Pour tout t∈ R, on noteΦX t le difféomorphisme x7→ ΦX t(x) = Φ(t,x), défini sur
l’ouvert DX(t) de M (1.5.11). Pour toute forme différentielleη ∈ Ω(M) et tout x∈ M, on pose

L(X)η(x) =
d
(

(ΦX t)
∗η(x)

)

dt

∣

∣

t=0 .

Cette formule d́efinit une forme diff́erentielleL(X)η ∈ Ω(M), appeĺeedérivée de Lie deη selon
X. L’application η 7→ L(X)η est une d́erivation gradúee de degŕe 0 de l’algèbre ext́erieure
Ω(M).

Une formule analogue permet de définir de m̂eme la d́erivée de Lie selon X sur l’alg̀ebre
ext́erieure A(M) des champs de multivecteurs, qui estégalement une d́erivation gradúee de degŕe
0 de cette alg̀ebre.
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Démonstration.Nous ne ferons ici que l’esquisser. Supposons par exemple queη soit une forme
différentielle de degrép. Quel que soitx∈ M, pourt assez petit en valeur absolue,x est élément
de DX(t). Donc t 7→ (ΦX t)

∗η(x) est une courbe paramétrée dans l’espace vectoriel
∧p(T∗

x M).
On vérifie que cette courbe est différentiable, de sorte que sa dérivée, pourt = 0, a un sens et est
un élément du même espace

∧p(T∗
x M). Il est alors facile de vérifier que l’opérateurL(X) ainsi

défini vérifie
L(X)(η ∧ζ ) =

(

L(X)η
)

∧ζ +η ∧
(

L(X)ζ
)

,

donc est bien une dérivation deΩ(M)

2 Structures symplectiques

2.1 Définition et premières propriétés

2.1.1 D́efinition. Unestructure symplectiquesur une variété différentiableM est la donnée, sur
cette variété, d’uneforme symplectique, c’est-à-dire d’une forme différentielleω, de degré 2,
satisfaisant les deux propriétés :

– la formeω est fermée,
dω = 0,

– et elle est partout non dégénérée, ce qui signifie que pour tout pointx ∈ M et tout vecteur
non nul v∈ TxM tangent àM au pointx, il existe un autre vecteurw∈ TxM, tangent àM au
même pointx, tel que

ω(x)(v,w) 6= 0.

On dit alors que(M,ω) est unevariét́e symplectique.

2.1.2 La forme de Liouville. Sur le fibré cotangentT∗N à une variété différentiableN, de
dimensionn, il existe une 1-forme différentielle naturelle, appelée forme de Liouville, notéeη
(parfoisηN), ainsi définie :

〈

η(ξ ),ζ
〉

=
〈

ξ ,TπN(ζ )
〉

.

Dan cette expression,ξ ∈ T∗N , x = πN(ξ ) ∈ N , ζ ∈ Tξ (T∗N) , TπN(ζ ) ∈ TxN .

Le diagramme commutatif ci-dessous illustre cette construction.

T(T∗N)
TπN

- TN

T∗N

τT∗N

? πN
- N

τN

?

ζ
TπN

- TπN(ζ )

ξ

τT∗N

? πN
- x

τN

?

2.1.3 Expression locale et propríetés de la forme de Liouville. Soient(x1, . . . ,xn) les co-
ordonnées locales dans une carte deN et (x1, . . . ,xn, p1, . . . , pn) les coordonnées locales dans la
carte associée deT∗N. La forme de Liouville a pour expression locale

ηN =
n

∑
i=1

pi dxi .

Elle prend une valeur nulle lorsqu’on l’applique à un vecteur vertical (dont la projection surN est
nulle) ; son expression locale ne comporte pas de terme endpi . On dit qu’elle estsemi-basique.
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2.1.4 D́efinition. On appelleforme symplectique canoniquedu fibré cotangent la différentielle
extérieure de la forme de Liouville

ω = dηN .

2.1.5 Commentaire. Puisqued◦d = 0, on a biendω = d(dη) = 0. Pour montrer queω est
symplectique, il reste à vérifier qu’elle est non dégén´erée. Cela résulte immédiatement de son
expression en coordonnées locales, qui est

ω =
n

∑
i=1

dpi ∧dxi .

Cette expression locale confirme d’ailleurs queω est fermée puisque ses composantes sont des
constantes.

2.1.6 Th́eorème (Darboux). Soit (M,ω) une varíet́e symplectique connexe. La dimension de
cette varíet́e est ńecessairement paire ; notons la2n. Tout point de M possède un voisinage ouvert
qui est le domaine d’une carte dont les coordonnées locales, notées(x1, . . . ,x2n), sont telles que
la formeω ait pour expression

ω =
n

∑
i=1

dxn+i ∧dxi .

Une telle carte est ditecanonique, oude Darboux.

2.1.7 Commentaire. Ce théorème montre que localement, au voisinage de chacunde ses
points, une variété symplectiqu est isomorphe à un fibrécotangent. Il montre aussi que deux
variétés symplectique de même dimension sont localement isomorphes.

2.1.8 Produit scalaire d́efini par une forme symplectique. Une forme symplectiqueω sur
une variétéM détermine un “produit scalaire” : pour tout pointx∈ M,

TxM×TxM → R (v,w) 7→ ω(x)(v,w) .

Ce produit scalaire a des propriétés très différentes de celui déterminé par une structure eucli-
dienne, riemannienne ou pseudo-riemannienne. Tou d’abord, il estantisyḿetrique, alors que sig
est une métrique pseudo-riemannienne surM,

TxM×TxM → R (v,w) 7→ g(x)(v,w)

estsyḿetrique.

Et surtout, le théorème de Darboux montre qu’il n’existe pas, pour les structures symplectiques,
d’équivalent de lasignaturedes structures pseudo-riemanniennes.

2.1.9 Isomorphismes d́eterminés par une structure symplectique. Une structure symplec-
tiqueω surM détermine un isomorphisme, notéω♭, deTM surT∗M :

x∈ M , v∈ TxM , ω♭(v) == −i(v)
(

ω(x)
)

∈ T∗
x M .

On note aussiω♭ l’isomorphisme du module des champs de vecteurs sur le module des 1-formes
différentielles surM :

V ∈ A1(M) , ω♭(V) = −i(V)ω ∈ Ω1(M) .

On noteraΛ♯ : T∗M →TM l’isomorphisme inverse deω♭, et on notera aussiΛ♯ l’isomorphisme
correspondant deΩ1(M) surA1(M).
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2.1.10 Structure de Poisson associéeà une structure symplectique. L’isomorphismeω♭ :
TM → T∗M et son inverseΛ♯ : T∗M → TM se prolongent aux puissances extérieures deT∗M
et deTM, donc aussi aux algèbres extérieures des formes différentielles et des multivecteurs sur
M. En particulier

Λ♯(ω) = Λ

est un champ de bivecteurs surM, appeléstructure de Poissonassociée à la structure symplec-
tiqueω.

Dans une carte de Darboux de coordonnées localesx1, . . . ,xn, p1, . . . , pn :

ω =
n

∑
i=1

dpi ∧dxi , Λ =
n

∑
i=1

∂
∂ pi

∧
∂

∂xi .

2.1.11 Quelques formules.Soit (M,ω) une variété symplectique. On a

ζ et ξ ∈ Ω1(M) , Λ(ζ ,ξ ) = 〈ξ ,Λ♯ζ 〉 .

De même,
V etW ∈ A1(M) , ω(V,W) = 〈ω♭W,V〉 .

2.1.12 Propríeté importante . Le fait queω soit fermée, c’est-à-dire vérifie

dω = 0

a pour conséquence
[Λ,Λ] = 0,

où le crochet figurant dans la formule ci-dessus est lecrochet de Schouten-Nijenhuis.

2.1.13 D́efinition. Soient f et g deux fonctions différentiables définies sur la variétésymplec-
tique(M,ω). On appellecrochet de Poissonde ces deux fonctions, la fonction

{ f ,g} = Λ(d f,dg) = ω
(

Λ♯(d f)Λ♯(dg)
)

.

est appeléecrochet de Poissonde f et deg.

2.1.14 Proposition.Le crochet de Poisson a les proppriét́es suivantes.

1. Antisyḿetrie :
{g, f} = −{ f ,g} .

2. Identit́e de Jacobi
{

f ,{g,h}
}

+
{

g,{h, f}
}

+
{

h,{ f ,g}
}

= 0.

Le crochet de Poisson fait de l’espace des fonctions différentiables sur une variét́e sym-
plectique unealgèbre de Lie.

2.2 Champs hamiltoniens

2.2.1 D́efinition. Lechamp de vecteurs hamiltonienassocié à une fonction fonction différentiable
f sur la variété symplectique(M,ω), notéXf , est

Xf = Λ♯(d f) .
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2.2.2 Quelques propŕetés. Soient f etg deux fonctions différentiables sur la variété symplec-
tique(M,ω). On a

i(Xf )ω = −d f ; { f ,g} = ω(Xf ,Xg) = 〈dg,Xf 〉 = Λ(d f,dg) .

L’application f 7→ Xf est unhomomorphisme d’alg̀ebres de LiedeC∞(M,R) muni du crochet de
Poisson, dansA1(M) muni du crochet de Lie. Cela signifie que

[Xf ,Xg] = X{ f ,g} .

2.2.3 Leséquations de Hamilton. On sait que chaque champ de vecteursX défini sur une
variété différentiableM détermine une équation différentielle

dϕ(t)
dt

= X
(

ϕ(t)
)

,

dont les solutions sont les courbes paramétrées différentiablesϕ : I → M, définies sur un inter-
valle ouvertI ⊂ R, dont la dérivée en chaque pointt ∈ I est égale à la valeur deX au point
ϕ(t).

Sur une variété symplectique(M,ω), l’équation différentielle déterminée par le champ devec-
teurs hamiltonienXf associé à une fonctionf est appelééequation de Hamiltonassociée àf , et
la fonction f est appeléehamiltonienou fonction de Hamilton.

Soit ϕ : I → M une solution de l’équation de Hamilton, de hamiltonienf ,

dϕ(t)
dt

= Xf
(

ϕ(t)
)

.

La dérivée d’une autre fonction différentiableg le long d’une courbe intégraleϕ deXf s’exprime
au moyen du crochet de Poisson{ f ,g} :

d
(

g◦ϕ(t)
)

dt
=

〈

dg
(

ϕ(t)
)

,Xf
(

ϕ(t)
)〉

= { f ,g}
(

ϕ(t)
)

.

2.2.4 D́efinition. Une intégrale premìerede l’équation différentielle, associée au champ de vec-
teursX,

dϕ(t)
dt

= X
(

ϕ(t)
)

est une fonctiong qui garde une valeur constante sur chaque courbe intégralede cette équation.

2.2.5 Proposition.Une fonction diff́erentiable g d́efinie sur la varíet́e symplectique(M,ω) est
intégrale premìere de l’́equation de Hamilton associée au hamiltonien f si et seulement si

{ f ,g} = 0.

On dit alors que les fonctions f et g sonten involution.

2.2.6 Corollaire. Soit(M,ω) une varíet́e symplectiquE.

1. Théorème de l’́energie.Un hamiltonien f (ind́ependant du temps) sur M est intégrale
premìere du champ hamiltonien associé Xf .

2. Théorème de Poisson.Le crochet de Poisson de deux intégrales premìeres du champ de
vecteurs hamiltonien Xf est une int́egrale premìere.

Démonstration.La propriété 1 résulte de l’antisymétrie du crochet de Poisson., qui implique
{ f , f} = 0. La propriété 2 est une conséquence immédiate de l’identité de Jacobi

{

f ,{g,h}
}

+
{

g,{h, f}
}

+
{

h,{ f ,g}
}

= 0.
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2.2.7 Expressions locales.L’expression de l’équation de Hamilton associée à la fonction f ,
au moyen des coordonnées localesx1, . . . ,xn, p1, . . . , pn dans une carte de Darboux de(M,ω), est















dxi

dt
= { f ,xi} =

∂ f
∂ pi

,

dpi

dt
= { f , pi} = −

∂ f
∂xi ,

1≤ i ≤ n.

L’expression du crochet de Poisson de deux fonctionsf et g est

{ f ,g} =
n

∑
i=1

(

∂ f
∂ pi

∂g
∂xi −

∂ f
∂xi

∂g
∂ pi

)

.

2.2.8 Flots hamiltoniens.Soit f une fonction différentiable sur la variété symplectique(M,ω)
et Xf le champ de vecteurs hamiltonien associé.

Son flotΦXf a une importante propriété :il conserve la forme symplectique. Cela signifie que
pour toutt ∈ R, le difféomorphismeΦXf t conserve la forme symplectiqueω. On dit que c’est
un symplectomorphisme.

Φ∗
Xf tω = ω .

Cette propriété (exprimée dans un autre langage) a étédécouverte par Joseph Louis Lagrange
au début du XIXème siècle.

3 Aperçu historique

3.1 Origine du mot “symplectique”et de la notion de structure symplec-
tique

Le mot symplectiquesemble avoir été employé pour la première fois dans le sens où nous
l’entendons par Hermann Weyl (1885–1955), dans son livreClassical groups[16]. Il vient d’une
racine grecque signifiantcomplexe, employée par Weyl car le motcomplexe, venant du latin,
avait déjà un autre sens en mathématiques.

La notion de structure symplectique est apparu bien avant derecevoir ce nom. On la trouve
dans les travaux de Joseph Louis Lagrange (1736–1813), d’abord lors de son étude de la variation
lente des éléments orbitaux des planètes du système solaire, puis en toute généralité, comme une
structure fondamentale existant sur l’ensemble des mouvements d’un système mécanique.

3.1.1 Leséléments orbitaux des plaǹetes. On sait qu’en première (et très bonne) approxi-
mation, chaque planète du système solaire parcourt une ellipse dont le Soleil occupe un foyer,
suivant une loi horaire bien déterminée, la loi des aires :l’aire balayée par le segment de droite
joignant la planète au Soleil est une fonction linéaire dutemps. Ce sont les deux premières
lois découvertes par l’astronome et mathématicien Johannes Kepler (1571–1630). Dans cette
approximation, la connaissance deséléments orbitauxde la planète suffit pour déterminer la
position de celle-ci dans l’espace, à tout instant, passé, présent ou futur.

Ces éléments orbitaux sont au nombre de 6 :
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– deux pour déterminer le plan de l’orbite ; par exemple, un angle déterminant la position de
la trace de ce plan sur un plan de référence fixe, choisi une fois pour toutes, passant par le
Soleil ; et un autre angle, mesurant l’inclinaison du plan del’orbite par rapport à ce plan de
référence ;

– deux autres pour déterminer la dimension et la forme de l’orbite, par exemple les valeurs du
demi-grand axe et de l’excentricité,

– un encore pour déterminer la position de l’orbite dans sonplan, par exemple l’angle formé
par le grand axe de l’ellipse et la droite d’intersection de son plan avec le plan de référence,

– un dernier pour déterminer la position de la planète sur son orbite. Par exemple, sa position
qu’elle occupe à une date choisie pour origine du temps.

Dans l’approximation keplérienne, la connaissance de la position de la planète à un instant par-
ticulier, par exemple l’instant choisi pour origine du temps, et celle des autres éléments orbitaux,
suffit pour déterminer la position de la planète à tout instant puisque son mouvement obéit à la
loi des aires et que la connaissance du demi-grand axe de son orbite détermine sa période. C’est
la troisième loi de Kepler : le carré de la période du mouvement d’une planète autour du Soleil
est proportionnel au cube du grand axe de son orbite.

Puisque les éléments orbitaux sont au nombre de 6, l’ensemble des mouvements possibles
d’une planète autour du Soleil est, dans l’approximation keplérienne, une variété différentiable
de dimension 6.

Nous ne considérons ici que les mouvements elliptiques (excluant les mouvements parabo-
liques ou hyperboliques, qui seraient plutôt ceux des com`etes) et nous excluons les mouvements
singuliers dans lesquels la planète aurait un mouvement rectiligne et entrerait en collision avec
le Soleil.

On peut effectivement montrer, de manière parfaitement rigoureuse, ainsi que l’a fait par
exemple Souriau [14] que dans l’approximation keplérienne, cet ensemble est bien une variété
différentiable, lavariét́e des mouvementsde la planète.

On peut même (moyennant une opération appeléerégularisation des collisions) éviter d’avoir
à exclure les mouvements singuliers dans lesquels la plan`ete entre en collision avec le Soleil ;
mais alors la variété des mouvements n’est plus nécessairement séparée.

Il était d’ailleurs facile de voir que cette variété était nécessairement de dimension 6, car le
mouvement de la planète est entièrement déterminé par les trois coordonnées (dans un système
d’axes quelconque) de sa position et les trois composantes (dans ce même système) de sa vitesse,
à un instant quelconque choisi comme origine du temps.

3.1.2 Au del̀a de l’approximation keplerienne. Ce n’est qu’en première approximation que
les mouvements des planètes du système solaire sont des ellipses dont le Soleil est un foyer. Cette
approximation suppose que chaque planète n’interagit gravitationnellement qu’avec le Soleil et
a une masse négligeable auprès de la masse de celui-ci.

En réalité, même lorsqu’on ne tient pas compte des interactions gravitationnelles directes entre
les planètes, l’orbite du mouvement keplérien de chaque planète est une ellipse ayant pour foyer
non pas le Soleil, mais le centre de masse du système planète-Soleil, qui ne coı̈ncide pas exacte-
ment avec le centre du Soleil, et qui dépend de la planète considérée. De sorte que les diverses
planètes agissent nécessairement les unes sur les autres, non seulement par leurs interactions
gravitationnelles mutuelles, mais aussi par l’intermédiaire de l’attraction gravitationnelle que
chacune d’elles exerce sur le Soleil.

Pour en tenir compte, Lagrange a imaginé laméthode de variation des constantes.
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3.1.3 Lagrange, Poisson, Cauchy : Chronologie.1773 : Laplace, Mémoire lu à l’Académie
des Sciences montrant que le grand axe des ellipses décrites par les planètes n’a pas de variation
séculaire (en première approximation).

1776, 1781, 1782,. . . : Lagrange, das plusieurs Mémoires de l’Académie de Berlin, améliore le
résutat de Lagrange et étudie les variations des autres éléments orbitaux des planètes.

20 juin 1808 : Poisson, dand le mémoireSur les ińegalit́es śeculaires des moyens mouvements
des plaǹetes, connsidère à nouveau ce problème et aùéliore les résultats de Lagrange.

22 août 1808 : Stimulé par la conbtribution de Poisson, Lagrange, dansMémoire sur la th́eorie
des variations deśeléments des planètes, reprend le problème auquel il n’avait pas travaillé
depuis plus de 25 ans.

13 mars 1809 : Lagrange, dansMémoire sur la th́eorie ǵeńerale de la variation des constantes
arbitraires dans tous les problèmes de ḿecanique, montre la portée générale de la méthode qu’il
a employée dans son précédent mémoire. Il clarifie grandement la présentation de cette méthode.

16 octobre 1809 : Poisson, dansSur la variation des constantes arbitraires dans les questions
de ḿecanique, voit que Lagrange a laissé passer un détail important. Ildéfinit les expressions
aujourd’hui appelées “crochets de Poisson”.

19 février 1810 : Lagrange, dansSecond ḿemoire sur la th́eorie de la variation des constantes
arbitraires dans les problèmes de ḿecanique, reconnaı̂t l’intérêt de la contribution de Poisson,
mais souligne le fait que les idées essentielles étaient présentes dans son précédent mémoire.

15 janvier 1835 : Hamilton, dans sonSecond essay on a general method in Dynamics, introduit
le formalisme aujourd’hui appeléformalisme hamiltonien.

1837 : Cauchy, dansNote sur la variation des constantes arbitraires dans les problèmes de
mécanique, reprend l’exposé de la méthode de Lagrange, en utilisantle formalisme hamiltonien.
Cette Note serait extraite d’un Mémoire présenté à l’Académie de Turin en 1831, que je n’ai pas
trouvé. Il serait intéressant pour les historiens de sciences de voir si ce mémoire de 1831 contient
déjà le formalisme hamiltonien, avant la parution du travail de Hamilton.

3.1.4 La méthode de variation dess constantes.Probablement inspiré par la méthode de
résolution des équations différentielles linéaires non homogènes qu’il avait déjà développée [7],
Lagrange a eu l’idée de décrire le mouvement des planètesautour du Soleil comme ayant lieu
sur des orbites elliptiques dont les éléments orbitaux seraient, non plus parfaitement constants,
mais lentement variables au cours du temps.

Il a cherché quelles sont les équations différentiellesqui régissent cette variation [8]. Il a com-
pris la portée très générale de ce procédé, qu’il a nomméméthode de variation des constantes.

Son mémoire lu à l’Académie des Sciences le 13 mars 1809 [9] présente cette méthode pour un
système mécanique général. Lagrange considère un système mécanique dont l’énergie cinétique
est de la forme

T = T(r,s,u, . . . , r ′,s′,u′ . . .) ,

où r, s, u, . . . sont des variables indépendantes décrivant la position du système. Dans l’exemple
particulier du mouvement d’une planète, ce sont les trois coordonnées de la planète, dans un
repère particulier. Nous noteronsn leur nombre, qui est la dimension de la variété de configura-
tion.

Les quantitésr ′, s′, u′, . . ., sont les dérivées der, s, u, par rapport au tempst :

r ′ =
dr
dt

, s′ =
ds
dt

, u′ =
du
dt

, , . . .
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Lagrange suppose d’abord ce système mécanique soumis à des forces dérivant d’un potentielV,
fonction der, s, u, . . ., mais pas der ′, s′, u′, . . . Dans l’exemple du mouvement d’une planète,V
est le potentiel gravitationnel créé par le Soleil. Les équations du mouvement, établies dans son
traité [11], s’écrivent

d
dt

(

∂T
∂ r ′

)

−
∂T
∂ r

+
∂V
∂ r

= 0,

et des équations analogues dans lesquellesr et r ′ sont remplacés pars et s′, u et u′, . . .

La solution générale du système formé par cesn équations du second ordre dépend du tempst
et de 2n constantes d’intégration, que Lagrange notea, b, c, f , g, h, . . .. Cette solution générale
est de la forme

r = r(t,a,b,c, f ,g,h, . . .), s= s(t,a,b,c, f ,g,h, . . .), u = . . . .

Dans l’exemple particulier du mouvement d’une planète, les 2n constantes d’intégrationa, b, c,
f , g, h, . . . sont leśeléments orbitaux.

Puis Lagrange suppose que le potentielV ne décrit les forces qui s’exercent sur le système
mécanique qu’en première approximation, et qu’il doit, dans les équations du mouvement, être
remplacé parV −Ω, où Ω est une fonction der, s, u, . . ., et aussi du tempst. Dans l’exemple
du mouvement d’une planète,Ω traduit les interactions gravitationnelles entre les planètes qui
étaient auparavant négligées. Les équations du mouvement deviennent :

d
dt

(

∂T
∂ r ′

)

−
∂T
∂ r

+
∂V
∂ r

=
∂Ω
∂ r

,

et des équations analogues dans lesquellesr et r ′ sont remplacés pars et s′, u et u′, . . .

Pour déterminer la solution générale de ce nouveau syst`eme, Lagrange l’écrit sous la forme

r = r
(

t,a(t),b(t),c(t), f (t),g(t),h(t), . . .
)

.

et des expressions analogues pours, u, . . .. La fonction

(t,a,b,c, f ,g,h, . . .) 7→ r(t,a,b,c, f ,g,h. . .)

qui intervient dans ces expressions, et les fonctions analogues pours, u, . . . sont, bien sûr, celles
qui avaient été précédemment trouvées lors de la détermination du mouvement dans l’approxi-
mation oùΩ est remplacé par 0.

Il reste à déterminer les 2n fonctions du tempst 7→ a(t), t 7→ b(t), . . ., qui bien entendu
dépendront, outre du tempst, de 2n constantes arbitraires.

3.1.5 Les parenth̀eses de Lagrange.Par des calculs assez laborieux (qu’il simplifie considérablement
d’abord dans uneAddition, puis dans unSuppĺement au ḿemoire pŕećedent, publiés à la suite
de son mémoire) Lagrange obtient les équations différentielles vérifiées par ces fonctions et
découvre une propriété remarquable : ces équations prennent une forme simple lorsqu’on les
exprime au moyen de grandeurs, qu’il note(a,b), (a,c), (a, f ), b,c), (b, f ), . . ., aujourd’hui ap-
peléesparenth̀eses de Lagrange.

Celles-ci s’expriment au moyen des constantes d’intégrationa, b, c, f , g, h, . . ., et ne dépendent
ni du tempst, ni des forces additionnelles agissant sur le système, représentées parΩ.
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Ainsi que l’a remarqué J.-M. Souriau [15, 5], les parenthèses de Lagrange sont les composantes
de laforme symplectique canoniquede la variété des mouvements du système considéré, dans la
carte ayant pour coordonnées localesa, b, c, f , g, h, . . .. Lagrange a ainsi, le premier, découvert
la notion destructure symplectique, ainsi nommée, plus de 100 ans plus tard, par Hermann Weyl
[16].

Précisons bien qu’il s’agit ici du système mécanique dont l’énergie cinétique estT et dont les
forces appliquées dérivent du potentielV : les forces additionnelles représentées parΩ n’entrent
pas dans leurs expressions.

L’expression des parenthèses(a,b), (a,c), . . . initialement obtenue par Lagrange est très com-
pliquée, mais dans l’Addition à son Mémoire, il en donne une beaucoup plus simple, qu’il écrit
(paragraphe 26 de [9]) :

(a,b) =
∂ r
∂a

∂ pr

∂b
−

∂ r
∂b

∂ pr

∂a
+

∂s
∂a

∂ ps

∂b
−

∂s
∂b

∂ ps

∂a
+

∂u
∂a

∂ pu

∂b
−

∂u
∂b

∂ pu

∂a
+ · · · .

Nous avons posé, comme le feront Hamilton [2,3] et Cauchy [1] environ 30 ans plus tard :

pr =
∂T
∂ r ′

, ps =
∂T
∂s′

, pu =
∂T
∂u′

.

Lagrange utilisait les notations moins parlantesT ′, T ′′ et T ′′′ au lieu depr , ps et pu. Rappelons
quer, s, u, . . . sont des coordonnées locales sur la variété de configuration du système, etr ′, s′,
u′ leurs dérivées par rapport au temps. L’énergie cinétique T, qui dépend de der, s, u, . . ., r ′,
s′, u′, . . ., est une fonction définie sur le fibré tangent à cette vari´eté, appeléevariét́e desétats
cinématiquesdu système. L’application

(r,s,u, . . . , r ′,s′,u′, . . .) 7→ (r,s,u, . . . , pr , ps, pu, . . .)

aujourd’hui appeléetransformation de Legendre, est définie sur le fibré tangent à la variété de
configuration, et prend ses valeurs dans le fibré cotangent `a cette variété, appeléespace des
phasesdu système.

Dans le cas le plus souvent rencontré, qui était celui considéré par Lagrange, où l’énergie
cinétique est une forme quadratique définie positive, cette application est un difféomorphisme.

Puisque les constantes d’intégrationa, b, c, f , g, h, . . . forment un système de coordonnées
locales sur la variété des mouvements, leur donnée détermine complètement le mouvement du
système (il s’agit du système considéré dans la première approximation, dans laquelleΩ = 0).
Par suite, pour chaque valeur momentamément fixéet du temps, les valeurs à l’instantt de r, s,
u, . . ., r ′, s′, u′, . . ., sont parfaitement déterminées dès lors quea, b, c, f , g, h, . . . sont donnés.

Réciproquement, le théorème d’existence et unicité des solutions des équations différentielles
(attribué à Cauchy et Lipschitz, mais que Lagrange considérait comme allant de soi) montre que
la connaissance der, s, u, . . ., r ′, s′, u′, . . ., à un instant fixé quelconquet, détermine complètement
le mouvement, donc déterminea, b, c, f , g, h, . . .

En résumé, pour chaque valeur du tempst fixée, l’application qui, à un mouvement représenté
par (a, b, c, f , g, h, . . .) fait correpondre les valeurs de(r, s, u, . . . , r ′, s′, u′, . . .) à l’instant
t, est un difféomorphisme de la variété des mouvements du système, sur la variété de ses états
cinématiques.

En composant ce difféomorphisme avec la transformation deLegendre, nous voyons que, pour
chaque instantt fixé,

(a, b, c, f , g, h, . . .) 7→ (r, s, u, . . . , pr , ps, pu, . . .)
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(où il faut comprendre quer, s, u, pr , ps, pu désignent les valeurs prises par ces grandeurs à
l’instant t considéré) est un difféomorphisme.

Le fait que, pour chaque valeur fixée det, l’application

(a, b, c, f , g, h, . . .) 7→ (r, s, u, . . . , pr , ps, pu, . . .)

soit un difféomorphisme, permet de comprendre quel sens ondoit donner aux parenthèses de
Lagrange :

(a,b) =
∂ r
∂a

∂ pr

∂b
−

∂ r
∂b

∂ pr

∂a
+

∂s
∂a

∂ ps

∂b
−

∂s
∂b

∂ ps

∂a
+

∂u
∂a

∂ pu

∂b
−

∂u
∂b

∂ pu

∂a
+ · · · .

3.1.6 Remarque.La parenthèse de Lagrange(a,b) n’a de sens que lorsqu’on a choisi, non
seulement les deux fonctionsa etb sur la variété des mouvements, mais aussi toutes les autresc,
f , g, h, . . ., formant un système de coordonnées loales sur cette vari´eté. En d’autres termes,(a,b)
ne dépend pas que dea et deb, mais aussi dec, f , g, h, . . .. C’est une fonction sur la variété des
mouvements.

En utilisant les concepts et notations du calcul différentiel extérieur (dont Lagrange ne disposait
malheureusement pas, puisqu’ils ont été développés auXX-ème siècle paŕElie Cartan), il est
facile de vérifier que les parenthèses de Lagrange sont bien, au signe près, les composantes, dans
la carte de l’espace des mouvements de coordonnées localesa, b, c, f , g, h, . . ., de la forme
symplectique image réciproque, par le difféomorphisme

(a, b, c, f , g, h, . . .) 7→ (r, s, u, . . . , pr , ps, pu, . . .)

de la forme symplectique canonique du fibré cotangent à la variété de configuration.

(a,b)da∧db+(a,c)da∧dc+ · · ·+(b,c)db∧dc+ · · ·

=

(

∂ r
∂a

da+
∂ r
∂b

db+ · · ·

)

∧

(

∂ pr

∂a
da+

∂ pr

∂b
db+ · · ·

)

+

(

∂s
∂a

da+
∂s
∂b

db+ · · ·

)

∧

(

∂ ps

∂a
da+

∂ ps

∂b
db+ · · ·

)

+ . . .

= dr∧dpr +ds∧dps+du∧dpu + · · · .

Au signe près, c’est l’expression, en coordonnées de Darboux, de la forme symplectique d’un
fibré cotangent.

En prouvant que ses parenthèses ne dépendent pas directement du temps, Lagrange a, du même
coup, prouvé que le flot du champ de vecteurs d’évolution, sur l’espace des phases, conserve la
forme symplectique canonique.

3.1.7 Les formules de variation des constantes.Lagrange montre que des dérivées par rap-
port au tempst, des “constantes qu’on fait varier”a, b, . . ., vérifient

2n

∑
j=1

(ai,a j)
daj

dt
=

∂Ω
∂ai

, 1≤ i ≤ 2n,

où j’ai noté, pour faciliter l’écriture,ai , 1≤ i ≤ 2n au lieu dea, b, c, . . ., et où j’ai tenu compte
de l’antisymétrie(a j ,ai) = −(ai,a j).
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Lagrange indique qu’en résolvant ce système linéaire, on obtient des expressions de la forme

dai

dt
=

2n

∑
j=1

Li j
∂Ω
∂a j

, 1≤ i ≤ 2n.

Lagrange explique que lesLi j sont des fonctions desai qui ne dépendent pas explicitement du
temps. En langage moderne, ce sont des fonctions définies sur la variété des mouvements. Mais
Lagrange n’en donne pas explicitement l’expression. C’estSiméon Denis Poisson (1781–1840)
qui le fera, à peine quelques mois plus tard.

3.1.8 Le ḿemoire de Poisson de 1809.Dans un mémoire lu à l’Institut de France le 16 oc-
tobre 1809 [13], Siméon Denis Poisson (1781–1840), qui avait été l’élève de Lagrange à l’École
Polytechnique, reprend l’étude de la méthode de variation des constantes. Il introduit des quan-
tités, définies sur la variété des mouvements, qu’il note (a,b), (a,c), . . ., qui ne sont pasles
parenthèses de Lagrange. Ces grandeurs sont aujourd’hui appeléescrochets de Poisson. Poisson
utilise d’ailleurs aussi les parenthèses de Lagrange, mais il les note différemment :[a,b] au lieu
de(a,b), [a,c] au lieu de(a,c), . . ..

Nous conserverons la notation(a,b), (a,c), . . ., pour les parenthèses de Lagrange et nous
utiliserons la notation{a,b}, {a,c}, {b,c}, . . . pour les crochets de Poisson.

3.1.9 Les crochets de Poisson.L’expression de ses crochets, donnée par Poisson, est la sui-
vante :

{a,b} =
∂a
∂ pr

∂b
∂ r

−
∂a
∂ r

∂b
∂ pr

+
∂a
∂ ps

∂b
∂s

−
∂a
∂s

∂b
∂ ps

+
∂a
∂ pu

∂b
∂u

−
∂a
∂u

∂b
∂ pu

+ · · · .

Les crochets{a,c}, {b,c}, . . ., sont donnés par des formules analogues. Dans ces formules, ce
sont les coordonnées localesa, b, c, . . . sur la variété des mouvements qui sont considérés comme
fonctions de l’état dynamique du système à l’instantt, décrit par les valeurs, à cet instant, der,
pr , s, ps, u, pu, . . ..

On reconnaı̂t l’expression, en coordonnées de Darboux, ducrochet de Poisson de deux fonc-
tionsa etb définies sur une variété symplectique.

3.1.10 Crochets de Poisson et parenthèses de Lagrange : comparaison.Les crochets de
Poisson ont pour expression

{a,b} =
∂a
∂ pr

∂b
∂ r

−
∂a
∂ r

∂b
∂ pr

+
∂a
∂ ps

∂b
∂s

−
∂a
∂s

∂b
∂ ps

+
∂a
∂ pu

∂b
∂u

−
∂a
∂u

∂b
∂ pu

+ · · · .

tandis que les parenthèses de Lagrange ont pour expression

(a,b) =
∂ r
∂a

∂ pr

∂b
−

∂ r
∂b

∂ pr

∂a
+

∂s
∂a

∂ ps

∂b
−

∂s
∂b

∂ ps

∂a
+

∂u
∂a

∂ pu

∂b
−

∂u
∂b

∂ pu

∂a
+ · · · .

C’est au moyen des dérivées partielles du difféomorphisme de l’espace des phases au tempst sur
l’espace des mouvements que s’expriment les crochets de Poisson, alors que les parenthèses de
Lagrange s’expriment au moyen des dérivées partielles dudifféomorphisme inverse, de l’espace
des mouvements sur l’espace des phases au tempst.

On peut dire, en conclusion que les parenthèses de Lagrangesont les composantes, dans la carte
de la variété des mouvements dont les coordonnées locales sonta,b, . . ., de la forme symplectique

22



de cette variété, tandis que les crochets de Poisson sont les composantes, dans cette même carte,
du tenseur de PoissonΛ associé à cette forme symplectique.

Les matrices formées, d’une part, par les parenthèses de Lagrange(a,b), (a,c), . . ., d’autre part
par les crochets de Poisson{a,b}, {a,c}, . . . des fonctions coordonnéesa, b, c, . . . sur la variété
des mouvements, sont inverses l’une de l’autre. Ce fait a été clairement indiqué par Augustin
Louis Cauchy (1789–1857) dans un mémoire présenté à l’Aacadémie de Turin le 11 octobre
1831 [1], 22 ans après la parution des mémoires de Lagrangeet Poisson.

3.1.11 Remarques.Le crochet de Poisson de deux fonctions différentiables quelconques a un
sens, alors que les parenthèses de Lagrange de deux fonctions différentiables quelconques n’en
ont pas : les parenthèses de Lagrange n’ont de sens (comme les dérivées partielles par rapport à
certaines variables) que pour une famille de fonctions qui sont les fonctions coordonnées locales
dans une carte.

Deux intégrales premières quelconques peuvent en général être choisies comme deux des co-
ordonnées sur la variété des mouvements. Leur crochet dePoisson, étant une fonction sur cette
variété, est aussi une intégrale première. Ce résultat, qui figure dans le mémoire de Poisson,
est connu sous le nom dethéor̀eme de Poisson. On le présente souvent aujourd’hui comme une
conséquence de l’identité de Jacobi, mais ce n’est pas ainsi que Poisson l’a découvert.

Lagrange et Poisson ont remarqué l’antisymétrie de leursparenthèse et de leurs crochets, mais
ne parlent pas de l’identité de Jacobi. C’est Carl Gustav Jacob Jacobi (1804–1851) [6, 4] qui,
en la découvrant, a compris son importance et prouvé qu’elle est satisfaite par le crochet de
Poisson, ainsi que par le crochet de Lie des champs de vecteurs. Rappelons son expression. Pour
les fonctions

{

f ,{g,h}
}

+
{

g,{h, f}
}

+
{

h,{ f ,g}
}

= 0,

et pour les champs de vecteurs

[

X, [Y,Z]
]

+
[

Y, [Z,X]
]

+
[

Z, [X,Y]
]

= 0.

3.1.12 Le ḿemoire de Lagrange de 1810.Dans ce mémoire, Lagrange revient sur les résultats
qu’il avait obtenus dans son premier mémoire. Il utilise les crochets de Poisson pour les expri-
mer de manière plus simple. Il écrit les équations différentielles qui gouvernent la variation des
constantes sous la forme

dai

dt
=

2n

∑
j=1

{ai ,a j}
∂Ω
∂a j

, 1≤ i ≤ 2n.

Pour faciliter l’écriture j’ai notéai , 1≤ i ≤ 2n, les constantes qu’on fait varier (les coordonnées
locales sur la variété des mouvements), au lieu dea, b, c, f , g, h comme le faisait Lagrange.

On remarquera que Lagrange aurait pu écrire ses équationsde manière plus simple

dai

dt
= {ai ,Ω} , 1≤ i ≤ 2n.

Il ne le fait pas (pas plus, d’ailleurs, que ne l’a fait Poisson dans son mémoire de 1809). Il
n’emploie le crochet de Poisson que pour les fonctions coordonnéesai, pas pourΩ qui pourtant
peut parfaitement être considérée comme une fonction d´efinie sur la variété des mouvements
(mais dépendant aussi du temps).
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3.1.13 La note de Cauchy de 1837.Cette note, publiée auJournal de Math́ematiques pures et
appliqúees, est extraite d’un long mémoire présenté par Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) à
l’Académie de Turin le 11 octobre 1831. Elle porte pratiquement le même titre que les mémoires
de Lagrange et de Poisson

Cauchy utilise résolument le formalisme hamiltonien. Sa note est très concise (6 pages) et
présente, de manière remarquablement claire et dans un langage très proche du langage moderne,
l’essentiel des résultats de Lagrange et de Poisson. Cependant, lui non plus n’écrit pas de crochet
de Poisson avec la fonctionΩ (qu’il note d’ailleursR).

Cauchy prouve (sans utiliser le motmatrice) que les matrices formées par les parenthèses de
Lagrange, et par les crochets de Poisson, des fonctions coordonnées sur la variété des mouve-
ments, sont inverses l’une de l’autre.

3.2 Retour sur la variation des constantes

Je vais maintenant présenter, dans le langage moderne, lesrésultats de Lagrange et Poisson
concernant la variation des constantes, tels que je les comprends. Au langage près, je suivrai
l’exposé de la note de Cauchy de 1837.

Sur une variété symplectique(M,ω) de dimension 2n on considère un système hamiltonien,
dont le hamiltonien, dépendant éventuellement du temps,est notéQ : M×R → R (c’est la nota-
tion utilisée par Cauchy). SoitM0 la variété des mouvements etΦ : R×M0 → M (t,a) 7→ Φ(t,a)
le “flot” du champ de vecteurs de hamiltonienQ. Pour toute fonction différentiableg : M → R :

∂
(

g◦Φ(t,a)
)

∂ t
= {Q,g}

(

Φ(t,a)
)

.

Supposons maintenant que levrai hamiltonien du système soitQ+R au lieu deQ, R pouvant
aussi dépendre det.

La méthode de variation des constantes consiste à chercher une applicationΨ : R×M0 → M1,
(t,b) 7→ a= Ψ(t,b), oùM1 est la variété des mouvements du nouveau système, telle que(t,b) 7→
Φ

(

t,Ψ(t,b)
)

soit le “flot” du champ de vecteurs de hamiltonienQ+R.

On doit avoir, pour toute fonction différentiableg : M → R,

d
dt

(

g◦Φ
(

t,Ψ(t,b)
)

)

= {Q+R,g}
(

Φ
(

t,Ψ(t,b)
)

)

.

Mais pour chaque valeur particulièret0 det

d
dt

(

g◦Φ
(

t,Ψ(t,b)
)

)
∣

∣

∣

t=t0
=

d
dt

(

g◦Φ
(

t,Ψ(t0,b)
)

)
∣

∣

∣

t=t0
+

d
dt

(

g◦Φ
(

t0,Ψ(t,b)
)

)
∣

∣

∣

t=t0
.

Puisque, pourt0 fixé,
(

t,Ψ(t0,b)
)

7→ Φ
(

t,Ψ(t0,b)
)

est le “flot” du champ de hamiltonienQ, le
premier terme du membre de droite vaut

d
dt

(

g◦Φ
(

t,Ψ(t0,b)
)

)
∣

∣

∣

t=t0
= {Q,g}

(

Φ
(

t0,Ψ(t0,b)
)

)

.

Donc le second terme du membre de droite vaut

d
dt

(

g◦Φ
(

t0,Ψ(t,b)
)

)
∣

∣

∣

t=t0
=

(

{Q+R,g}−{Q,g}
)(

Φ
(

t0,Ψ(t0,b)
)

)

= {R,g}M

(

Φ
(

t0,Ψ(t0,b)
)

)

= {R◦Φt0,g◦Φt0}M0

(

Ψ(t0,b)
)

,
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parce queΦt0 : M0 → M est de Poisson.

Maisg0 = g◦Φt0 peut être n’importe quelle fonction différentiable surM0, et la dernière égalité
s’écrit

〈

dg0,
∂Ψ(t,b)

∂ t

〉

t=t0

=
d
(

g0
(

Ψ(t,b)
)

)

dt

∣

∣

∣

t=t0
= {R◦Φt0,g0}M0

(

Ψ(t0,b)
)

.

Puisquet0 peut être quelconque, cette dernière équation montre que pour toutb ∈ M1 (variété
des mouvements du système de hamiltonienQ+R), t 7→ Ψ(t,b) est une courbe intégrale, sur la
variétéM0 des mouvements du système de hamiltonienQ, du champ de vecteurs de hamiltonien
(dépendant du temps)

(t,a) 7→ R
(

t,Φ(t,a)
)

, (t,a) ∈ R×M0 .

C’est le résultat découvert par Lagrange vers 1808.
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[2] W. R. Hamilton,On a general method in Dynamics. Read April 10, 1834, Philosophical
Transactions of the Royal Society, part II for 1834, pp. 247–308. InSir William Rowan Hamilton
mathematical Works, vol. IV, Cambridge University Press.

[3] W. R. Hamilton,Second essay on a general method in Dynamics. Read January 15, 1835,
Philosophical Transactions of the Royal Society, part I for1835, pp. 95–144. InSir William
Rowan Hamilton mathematical Works, vol. IV, Cambridge University Press.

[4] T. Hawkins,Jacobi and the birth of Lie’s theory of groups.
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