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1 Rappels de Gometrie diff erentielle

1.1 Variétes differentiables

1.1.1 Definitions. 1.  Unevariéteé topologiquede dimensiom est un espace topologique dont
tout point posséde un voisinage homéomorphe a un ougétt d

2. Unecarted'une variété topologiquk! de dimensiom est un coupléU, ¢) ouU est un
ouvret deM et ¢ un homéomorphisme dé sur un ouvert d&". Les fonctions qui, a un point
x € U, associent les composantés x2,...,x" de ¢ (x), sont appeléesoordoniees localesiu
pointx dans la cart¢U, ¢).



3. Unatlasde la variété topologiqud, de dimensiom, est une famille((Ui,c,bi),i € I)
de cartes telles qugic, Ui = M. Un tel atlas est ditlifferentiablesi, pour tout couple de cartes
(Ui, ¢i) et (Uj, ¢;) de cet atlas, aved; "U; # 0, l'application (appeléehangement de carte
¢jo ¢f1 est un diffefomorphisme (de clagsg) de I'ouvertg; (Ui NU;j) sur I'ouvertg; (UiNU;)
deR". Deux atlas différentiable§(U;, ¢i),i € 1) et ((Vk, Yk), k € K) sur cette variété sont dits
équivalentssi pour tout(i,k) € | x K tels queU; NV # 0, le changement de cartig o ¢i*1 est
un diffeomorphisme (de clas€¥) de I'ouvertg; (Ui NVk) sur 'ouvertyi (Ui NVy) deR".

3. Unestructure diferentiablesur une variété topologiqu, de dimensiom, est la structure
déterminée par la donnée d’'une classe d’équivalerattagd’differentiables sur cette variété. Les
atlas appartenant a cette classe, et les cartes qui eres@héiments, sont diggimissiblesMunie
d’une telle structure, la variété topologighMeest appelégariéte differentiable

1.1.2 Remarques.Assez curieusement, bien que chacun de ses points possedssinage
séparé, une variété topologique, ou differentiatlest pas toujours un espace topoogique sépare.
Dans tout ce qui suit, sauf mention contraire, on supposeeal@s varieétés considérées sont
séparées.

Pour simplifier, nous avons défini ci-dessusuasétes diferentiables de classeCque nous
appelerons variétés differentiables tout court. Eroggmt aux changements de carte d’étre de
classe de differentiabilit€P, p entier> 1, ou d’étre analytiques, on définit de méme les vasiété
differentiables de classe®, et les variétés analytiques. On utilise la notat@hpour désigner
les variétés analytiques.

1.1.3 CEfinitions. Une applicationf : M — N d’une variété differentiabl®& (de dimensiorm)
dans une autre variété differentiablgde dimensiom) est ditedifféerentiablesi pour toute carte
admissiblgU, ¢) deM et toute carte admissib{¥, ) deN, I'application composégo fop 2,
définie sur 'ouvertp (U N f~1(V)) deR™, et & valeurs darR", est differentiable (de clas&¥).

On appelleang au point xc M de I'application differentiablé : M — N le rang au pointp(x)
de la matrice jacobienne dgo f o ¢ ~1. On vérifie que ce rang ne dépend pas du choix des cartes
admissiblegU, ¢) et (V).On dit quef est une

— submersiorau pointx si son rang en ce point est égal a la dimensiohde

— immersiomau pointx si son rang en ce point est égal a la dimensioMde

1.2 Les fibrés tangent et cotangent et leurs puissances éxieures

1.2.1 Definitions. SoientM etN deux variétés differentiables.

1. Deux applications difféerentiablds : M — N et f, : M — N sont dite<C!-équivalentegn
un pointx deM si f1(Xx) = fa(x) et si, pour toute carte admissitjlé, ¢ ) deM et toute carte
admissiblgV, ) deN telles quex € U et f(x) = fo(x) €V, o frop Letyo frop—?!
ont méme matrice jacobienne au pointx). La classe d’équivalence d’'une application
differentiablef : M — N, pour cette relation, est appelie¢ d’ordre 1de f au pointx.

2. Soitx € M. On appellevecteur tangent en& M le jet d’ordre 1 a I'origine d’une applica-
tion difféerentiablef : 1 — M, oul est un intervalle ouvert d& contenant I'origine et od
est telle quef (0) = x.

3. Soitx € M. On appellecovecteur au point x de Né jet d’ordre 1 erx d’'une application
differentiablen: U — R, ouU est un ouvert d& contenank et ouh est telle quda(x) = 0.

1.2.2 Remarque.Pour vérifier que deux applications differentiabfgsM — N et f: M — N
ont méme jet d’'ordre 1 en un poirte M, il suffit de vérifier quefi(x) = f2(X) et que, pour
pour une carte admissib(®, ¢) deM et une carte admissibl®/, ) de N telles quex € U et
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f1(X) = fa(X) €V, Yo frop L etwo fro L ont méme matrice jacobienne au por(ix). On
vérifie en effet que si cette propriété est vraie pour wixparticulier de ces cartes, elle est vraie
pour tout autre choix.

1.2.3 Proposition. Soit M une varté differentiable de dimension n.

1. L’ensemble des vecteurs tangents en un pomik pos®de une structure naturelle d’es-
pace vectoriel de dimension n. On le noi#T

2. De neme, 'ensemble des covecteurs au poiatM pos&de une structure naturelle d’es-
pace vectoriel de dimension n. On le nofeVI.

3. Lesespacestangent et cotang&i en un point x sont en duaditLe couplage par duaét
entre un covecteunr € T,”M et un vecteur & TyM est c&fini par la formule

d(ho f)(t

(v = 02D

ou f:1 — M est une application diérentiable d’un intervalle ouvert | d& contenant l'origine
telle que {0) = x, dont le jet d’ordre 1 e est le vecteur v, etioh: U — R est une application
différentiable d’un ouvert U de M contenant x daRstelle que fix) = O, dont le jet d’ordrel
en x est le covecteuwr.

Démonstration.On montre d’abord 2 : on peut ajouter deux application®diffitiabled; eth;
d’'un ouvertU deM contenank dansR telles quéeh; (x) = hy(x) = 0. Leur somme est encore une
application differebntiable dg dansR qui prend erx la valeur 0. De méme, on peut multiplier
par un scalaire une application différentiablele U dansR telle queh(x) = 0. La structure
d’espace vectoriel ainsi obtenue se transfere lorsquamseaux jets d’ordre 1, et on a ainsi sur
T,°M une structure naturelle d’espace vectoriel. Prenons une admissibl€U, ¢) deM avec

x € U, telle que les coordonnées locales associées. , x" soient nulles emx (on peut oujours
se ramener a ce cas en remplaghmar ¢ — ¢ (x)). On vérifie que les jets d’ordre 1 au poit
des fonctions coordonnéas, ..., x", noteesdx!(x),...,dx"(x), forment une base d&'M, qui
est donc de dimensiam

On montre ensuite 3 en prouvant que le second membre de lail®oomi défini(a,v) ne
dépend pas du choix des applicatidnst h dont les jets d’ordre 1, respectivement en 0 exen
sonta etv.

Il est alors facile de prouver 1. O

1.2.4 Definitions. SoitM une variété differentiable de dimension

1. On appellefibré tangenta M I'ensemble de tous les vecteurs tangentd,aen tous ses
points. On le notd M :
TM= [ TM.
XeM
L'application deTM dansM qui, a un vecteuv € T M, associe le poink € M en lequelv est
tangent, est appelgxojection canoniquet notéery : TM — M.
2. On appelldibré cotangen& M I'ensemble de tous les covecteurs attachBg an tous ses
points. On le notd *M :
"M = | TYM.
XeM
L'application deT*M dansM qui, a un covecteunr € T*M, associe le point € M auquela est
attaché, est appel@eojection canoniquet notéergy : T*M — M.



1.2.5 Proposition. Soit M une vat differentiable de dimension n.

1. LefibrétangentTM et le fillrcotangent TM posdent des structures de va#és diferentiables
de dimensior2n, naturellement étermirees par celle de M, telles que les projections cano-
niquesty : TM — M et iy : T*"M — M soient des submersions, c’'éstire des applications
differentiables partout de rang n.

2. Chaque carte admissibl¢J, ¢) de M cetermine des cartes admissibles de TM et d&1T
dont les domaines deeéinition sont, respectivementf,*(U) et 1,1 (V).

Démonstration.On montre d’abord 2. Notong, ..., X" les fonctions coordonnées locales dans
la carte(U, ¢) de M. Pour tout pointa deU, on notedx!(a),...,dx"(a) les jets d’ordre 1 au
point a des fonctions, définies s, x — x}(x) —x}(a), ..., x — x"(x) — x}(a). Puisque ces
fonctions sont nulles ea, leurs jets d’'ordre 1 ea sont des covecteurs, éléementsTdev, qui
forment une base de cet espace vectoriel. Par suite, toatwaw élement da—1(U) peut &tre
repéré au moyen denzoordonnées locales : lescoordonnées!(a),...,x"(a) du pointa de
U auquel ce covecteur est attaché, etlemmposantegs, ..., p, de ce covecteur dans la base
(dxt(a),...,dX"(a)) de T;M. Ceci détermine donc une carte TeM, de domaineg,*(U). On
vérifie aisement que les changements de carte sontatfifiébles. L'applicationg,, qui a un
covecteur de coordonnées locaiés...,x", py,..., pn fait correspondre le point del de coor-
données locales', ..., x", est partout de rang et bien entendu est surjective. On a ainsi prouvé
2 et 1 pour le fibré cotangeiit‘M.

Un raisonnement analogue, dans lequel on remplace Ia(Uaé(ea), ...,dxX"(a)) de T;M par

la base duale souvent notée
i(a) i(a)
axL 7T gxn ’

deTaM, prouve les propriétés 1 et 2 pour le fibré tangent. O

1.2.6 Definitions. SoitM une variéteé differentiable de dimension

1. Pour tout entiep > 1, un p-multivecteur au poink € M est une formep-multilinéaire
alternée sur I'espace cotangditM. L'ensemble dep-multivecteurs erx est notéA\P(TyM) et
I'ensemble de tous lgg-multivecteurs est NotAP(TM) = Uyepm AP(TxM).

2. Pour tout entiep > 1, unep-forme au poinix € M est une forme-multilinéaire alternée
sur I'espace tangeriM. L'ensemble degp-formes enx est noteAP(T;M) et 'ensemble de
toutes lesp-formes est Noté\ P(T*M) = Uyem AP(TEM).

1.2.7 Proposition. Soit M une varté differentiable de dimension n et>p1 un entier.
1. L'ensembleA\P(TxM) des p-multivecteurs et I ensemm\é?(T M des p-formes en un point

x de M sont des espaces vectoriel de dlmensvan—

p!(n—p)!

2. Les espaceg\P(TM) des p-multivecteurs eh\P(T*M) des p-formes sont des vags
oo . . . n! L : .
differentiables de dimensionsth—————. Les projections caoniques, encore &1y et

p!(n—p)!

Th, qui @ un p-multivecteur, ou une p-forme, associent le point deulual ce p-multivecteur
ou cette p-forme sont attaeh, sont des submersions.

3. A chaque cartgU,¢) de M sont naturellement asséeis des cartes dAP(TM) et de
AP(T*M), de domainesy,* (U) et 15, (U), respectivement.

Démonstration.Elle est semblable aux preuves des propositions 1.2.3 &t 1.2 O



1.3 Champs et formes diférentielles

1.3.1 Cefinition. SoitM une variété differentiable gtun entier> 1.

1. Onappellehamp de p-multivecteumme section differentiable du fibré desnultivecteurs,
c'est-a-dire une application differentiabdie: M — AP(TM) telle quety o P = idy. Pourp =

1, on dit simplementhamp de vecteur$On noteAP(M) I'espace de tous les champs gde
multivecteurs.

2. De méme, on appelle-forme diférentielleune section différentiable du fibré dgegormes,
c'est-a-dire une application differentiabje M — AP(T*M) telle quety on = idy. Pourp=1
on ditforme diferentielleouforme de PfaffOn noteQP(M) I'espace deg-formes differentielles.

1.3.2 Algebres exérieures. SoitM une variété differentiable. On a défini ci-dessiiéM ) et
QP(M) pour tout entiep > 1. Par convention, on pog€(M) = Q°(M) =C*(M,R), espace des
fonctions différentiables s a valeurs réelles, et, pogr< 0, A*(M) = QP(M) = 0. On peut

alors poser
AM) =PAPM), QM)=EHQP(M).
pEZ PEZ

On sait queA(M) et Q(M) sont des algébres graduées associativEs-ebmmutatives, dont la
loi de composition est le produit extérieur, naté

1.3.3 Expressions localesAinsi qu’on vient de le voir, a chaque caifd, ¢) deM, dont les
fonctions coordonnées sont notéés .., x", sont naturellement associées des carteEMede
T*M et des fibrés de leurs puissances extérieures.

Pour le fibré cotangent, les valeurs, en un priat du domaine de la carte, des différentielles
dX des fonctions coordonnées forment une basg,dd. Lesn composantes, dans cette base,
d’'un élement courant d&M seront notéey,..., pn. Les 2 quantitesxt,....x", p1,...,pn
forment un systéme de coordonnées dans une caféMede domainet,*(U), dite assocke
alacartegU, ¢) deM.

En d’'autres termegixt, dx?, ...,dx" sont des sections du fibré cotangent, c’est-a-dire des
formes de Pfaff, définies sur 'ouvest de M, qui forment une base du modul¥ (U) des sec-
tions de ce fibré définies sur.

Pour le fibré tangent, on prend, en chaque pairtU, la base delyM duale de la base
(dxt(x), dX(x), ...,dxX"(x)). On a noté cette base

<%(x),...,%(x)).

Les composantes dans cette base d’un élement courdqMdseront notées?,... V. Les h
quantitesxt, ... x", vl ... V" forment un systéme de coordonnées dans une carieMiede
domainer,\jl(u), diteassoceea la cartgU, ¢) deM.

0

XL gxn
définis sur 'ouverty de M, qui forment une base du modué(U) des sections de ce fibré
définies sutJ.

Les sont des sections du fibré tangent, c’est-a-dire des chalapvecteurs,

Pour les fibrés des puissances extéeriel&d *M) et AP(TM), la construction est anologue.
Commengons pahP(T*M). Pour chaque choix possible gendices(i,...,ip) choisis parmi



(1,2,...,n) vérifiantiy < iz < --- < ip, on fait le produit extériewd X1 A - -- AdXp. C'est une sec-
tion du fibre \P(T*M) définie sutJ, autrement dit une-forme différentielle élement d@P(U).

|
LesW p-formes différentielles ainsi obtenues forment une bassdduleQP(U). Au-
trement dit, tbutep—forme differentielle définie sud s’écrit, de maniere unique, sous la forme

n= Z r]ilmipdil/\---/\d%",
1<iz<-<ip<n
ou Iesr/il,,,ip sont des fonctions differentiables définies Qur
De méme, dans le domaihkkde la carte d&/ considérée, les champs ganultivecteurs
9 A 4 VANRERWAN 9
oxi1 " gxi2 oxle’
forment une base du modwé(U) des champs dp-multivecteurs défénis dans ce domaine, de
sorte que toup-multivecteur défini su s’exprime, de maniere unique, sous la forme

=y el
1<ip<—<ip<n ox1 ox'p

1<ip<iz<ip<m

ol lesP'r sont des fonctions differentiables définies Wur

1.4 La differentielle exérieure

1.4.1 Differentielle d'une fonction. SoitM une variété differentiablé toute fonction diffé-
rentiablef € Q%(M) =C*®(M,R), on peut, de maniére trés naturelle, associer une fornréate
df € QY(M). On a d'ailleurs déja utilisé cette construction pow flenctions coordonnées dans
le domaine d’'une carte. Pour tout poirg M, d f(a) est le covecteur, élément @&M, déterminé
par le jet d’ordre 1 el de la fonction, qui prend emla valeur nulle,f — f(a) : x+— f(x) — f(a).

1.4.2 Treoreme. Soit M une vaieté differentiable. On not@®(M) = @, QP(M) I'alg ébre des
formes diférentielles sur cette vagié.
Il existe un ograteur lirtaire unique d Q(M) — Q(M), appek differentielle extérieureayant
les propriétés suivantes.
1. L'opérateur d est grad@ de dege 1, ce qui signifie que

pour chaque entier p d(QP(M)) c QP*H(M).

2. Lorsque fe Q%M =C*(M,R), df € QY(M) est la diferentielle de f dja definie (1.4.1).
3. L'opérateur d est unéérivationgraduee. Cela signifie que

sineQPM)et e Q(M), d(nA{)=dnAl+(-1)PnAdl.

4. L'opérateur d est de caé nul
dod=0.

Démonstration.Puisqued est une dérivation, c’'est un opérateur local, ce qui pemheetra-
vailler dans le domaine d’'une carte. Les propriétés queperateur doit posséder sont telles
gue I'expression locale, dans le domaine d’'une carte, ddfe&aehtielle extérieure d’une forme
differentielle de degr est parfaitement déterminée. Il reste a vérifier que@stpression a bien
une signification intrinseque, c’'est-a-dire que lorsrdalnangement de carte, c’est bien toujours
le méme élément de I'algebre des formes différergsetju’on définit. La vérification nécessite un
calcul assez laborieux, mais instructif. Il existe biereedu aussi des preuves plus intrinseques
gue le lecteur trouvera dans n'importe quel ouvrage de @éwerdifferentielle. O
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1.4.3 Expression locale de la diffrentielle ex&rieure. Nous allons l'indiquer successive-
ment pour une fonctiori € Q°(M), une forme de Pfaftr € Q1(M), une 2-forme differentielle
w € Q2(M). Nous considérons une cafte, ¢) deM dont les coordonnées locales seht . ., x™.

La fonction f € C*(M,R) s’exprime, dans cette carte, comme une fonctiomderiables
reellesx!,...,x". Pour alleger I'écriture, nous noterons égalenfecgtte fonction de variables
réelles. Les puristes la noteraient ¢ ~1. La difféerentielled f a pour expression

N of

df:i: Wd)&.

Une forme de Pfafer € Q1(M), a pour expression locale

n .
a=Y ajdx.
A
Sa différentielle extérieure a pour expression
n _ oa: _ oa; . _ .
da=y daindd= 3 27 g p Xl = (—O’,‘—a—“;) dxX A dx
i= 1<1,)<n ox 1<i<)<m ox ox

compte tenu dexl AdX = —dX A dX.
Une 2-forme différentielleo € Q?(M) a pour expression locale

w = 2[( wjkdxj/\d%;
1<j<k<n

Sa différentielle extérieure a pour expression

. dw .
do= 5 dwjrddadd= 5 Zdx adid ndx
1<j<k<n

1<i<n,1<j<k<n ox

0w o dwi : -
< ‘i"+aw?'+ mkj)dxAdxl/\d%
1<i K= ken ox X ox

compte tenu devjj = —w j et dedx) AdX = —dx Adx.

1.4.4 Cefinitions. Une formen € QP(M) est dite
— fermeesidn =0,
— exactes'il existe une forme € QP~1(M) telle quen = d{.

1.4.5 Expression d'une 2-forme fernde. Soit w une 2-forme differentielle ayant pour ex-
pression locale, dans une carteMelont les coordonnées locales sght . ., x",

W= Ek Wik dx A dX;
1<j<k<n

Cette forme est fermée si et seulement si, pour fausk), 1<i< j<k<n,

dwik Jdux dwj
] . =0.
oxi oxl + oxk
En particulier, une 2-forme dont les composantes (dansattsshien choisies) sont des constantes
est fermeée.




1.4.6 Changement de carte.Soit M une variété differentiabléx, ..., x") et (yL,...,y") les
coordonnées locales dans deux cartes dont les domadireg ont une intersection non vide.
Formules pour la variéts :

y =y (..., X") etinversement X =X (y},...,y"),

Formules pour le fibré tangent : &&t,... x" vt ... V") et(yL,...,y"wt ..., w") sont les co-
ordonnés locales dans les cartes associegdvle

) n i ) n i
W= Z %vk, et inversement V' = kzl g—;(kwk

Formules pour le fibré cotangent : &&,...,x". p1,...,pn) €t (y%,...,y",01,...,0n) SONt les
coordonnées locales dans les cartes associéesMigon a

9 N gxk
pi = Z 0y:(qk, et inversement g = Z Y Pk -

Ces formules résultent immeédiatement de

oy L, 0 Doy o
Z cdX,  par dualite 3X = 2, 3% 9y

et des formules réciproques obtebues en échangeaoléssiés( et desy!.

1.5 Champs de vecteurs

Dans tout ce paragrapi est une variété differentiable. On va rappeler les gaotibns qui
permettent d’associer & un champ de vectéuesAl(M) une dérivatiorl (X), appeléedéerivee
de Lie selon Xde I'algébre des fonctions differentiablés(M,R). Cette dérivation se prolonge
d’ailleurs, avec le méme nom, en une dérivation graduedaré 0 aux algebres extérieures
Q(M) etA(M). En particulier, elle determine si(M) une structure d’algébre de Lie.

On rappelera aussi qu’un champ de vectetrs AL(M) détermine une équation différentielle
surM, et on définira les notions diot et de variéte des mouvemenp®ur cette équation.

1.5.1 Definition. SoitX € AY(M) un champ de vecteurs &t C*(M, R) une fonction différentiable.
On appelledérivée de Lie de f selon ¥t on notel(X) f, ou parfoisX.f, la fonction

LX) F(x) = (dF(x),X(X)), XEM.

1.5.2 Proposition. La dérivee de Lie selon un champ de vecteurs X est wgrévation de
I'algébre des fonctions GM,R). Cela signifie quel(X) est un endomorphisme &aire de
cet espace et que, si f eegC”(M,R) sont deux fonctions,

L(X)(fg) = (L(X)f)g+ f(L(X)g).

Démonstration.C’est une conséquence immédiate du fait que la diffegbatextérieured est
une dérivation, donc qué fg) = (d f)g+ f(dg). ]



1.5.3 Expression de la drivée de Lie en coordonges locales.Si le champ de vecteuds a
pour expression locale
N0
X=Y$ X'—
i; oxt’

la dérivée de Lie dé selonX a pour expression locale
LX) f = s xi 9
N i; ox

1.5.4 Proposition. Soient X et Ye AY(M) deux champs de vecteurs. Il existe un unique champ
de vecteurs, appektrochet deX et deY et noé [X, Y], tel que pour toute fonction & C*(M,R),
L(XY]) = (L(X)oL(Y)—=L(Y)oL(X))f.

Démonstration.On peut, soit faire le calcul en coordonnées locales ettatarjue les dérivées
partielles secondes dedisparaissent, soit remarquer que le commutateur de deivations
est une dérivation et que toute dérvationGIE¥M,R) est de la formel(Z), pour un champ de
vecteursZ parfaitement déterminé. O

1.5.5 Expression du crochet en coordoréres locales.Si les champs de vecteuxsetY ont

pour expression locale
X S X! 9 t Y S \4 9
2,50 INSTS

le crochetX,Y] a pour expression locale

n Y X\ @
_ kKOY kIAX\ O
[X’Y]_k; (X AxK Y 0xk) ox

1.5.6 Theoréme. Muni du crochet comme loi de composition, 'espacéMy des champs de
vecteurs sur M est une abre de Lie. Cela signifie que ce crochet est bidiime, antisyratrique
(IY, X] = —[X,Y]), et qu'il vérifie I'identite de Jacobi
(X,[Y,2Z]] + [Y,[Z,X]] + [Z,[X,Y]] =0, X,Y etze A}(M).
De plus, le crochetérifie I'identité de Leibniz
X, fY] = (LX) )Y+ f[X,Y], XetYeAl(M), feC”(M,R).
Démonstration.Ces propriétés sont faciles a établir par des calculisart les expressions lo-
cales. ]
1.5.7 Remarque.La dérivée de Li&(X) selon un champ de vectedts’'étend en une dérivation
graduée de degré 0 des algebres extériecQ (&) et A(M). En particulierC (X) appliqueAl (M)
dans lui-méme et
LX)Y =[X,Y], XetYeA(M).
Nous définirons plus loin ce prolongement 8éX) en dérivation des algébres extérieures en
utilisant la notion ddlot d’'un champ de vecteurs.

1.5.8 Definitions. Soit X € AY(M) un champ de vecteurs. On appetiguation diférentielle
assocgea X I'équation

df(t)
On appellesolutionou courbe inégralede cette équation une application differentiabld —
M, définie sur un intervalle ouveltde R et a valeurs dani, tel qu’en tout point € I, I'égalité
exprimée par I'équation differentielle soit satiséait
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1.5.9 Commentaire. Avec les notations de la définition ci-dessus, on rappelks gour tout

df(t)

tel, wTH désigne le jet d’ordre 1 en 0 de I'applicatisp- f(t+s). C’est donc, conformément
a la définition 1.2.1, un covecteur attaché au péitj.

On rappelle aussi que puisque le champ de veckearsté supposeé differentiable de claS8e
pour toutxy € M, il existe une unique solution maximale de I'équation&liéintielle associeeX
qui prend la valeuxg pourt = 0. Cette solution est définie sur un intervalle ouverRdmntenant
I'origine. Cela justifie la définition suivante.

1.5.10 Cefinition. On appelldlot (ou parfoisflot réduif) d’'un champ de vecteubs I'application,
définie sur une parti®x deR x M et a valeurs dansl, notée(t, x) — ®x(t,x), ayant les pro-
prietés suivantes. Pour toxe M, Ix(x) = {t € R;(t,x) € Qx } est I'intervalle ouvert (toujours
non vide car contenant 0) sur lequel est définie la solutiarimale de I'eéquation differentielle
associée X qui prend la valeux pourt = 0, et cette solution maximale est

t — dx(t,X).

1.5.11 Proprietes du flot. On montre que I'ensembl@yx sur lequel est défini le floby du

champ de vecteurs est un ouvert d® x M et que®x est une application differentiable. Cette

application vérifie

(?(Dx(t,X)
ot

Ces expressions ne font qu’expliciter la définition.

Px (0,x) =X, :X((Dx(t,X)), (t,x) € Qx.

On montre aussi que pour tduk R, 'ensemble
Dx(t) = {x€ M;(t,x) € Qx }
est un ouvert (pouvant étre vide) Nk et que I'application
X— Py (t,X)
est un diffeomorphisme d@x (t) surDx(—t), dont I'inverse est
y—= ®x(-t,y).
On montre enfin que
DOx (t2, Px (t1,X)) = Px(t2+11,X), tietbeR, XeM,
en ce sens que chaque fois qu’'un des membres de cettee@sdlitiefini, I'autre I'est aussi et
I'égalité est veérifiee.
1.5.12 Remarque.La notion de flot s’étend sans difficulté aéguations difrentielles non
autonomesle la forme
df(t)

T:x(t,f(t)).

Dans cette expressioK,: (t,x) — X(t,X) est unchamp de v ecteurggpendant du temps’est-
a-dire une application differentiable, définie sur uver deR x M et a valeurs dang M, telle
que pour toust,x) pour lequelX(t,x) est défini, on aitX(t,x) € TyM. Le flot (on dit parfois
flot complet pour souligner la distinction a faire avecflet réduif) de cette équation est une
application®y, définie sur un ouvert d& x R x M, telle que pour tout couplép,Xp) € R X

M pour lequelX(to,xg) est défini, I'applicatiort — ®x(t,tg,Xp) Soit la solution maximale de
I'équation differentielle ci-dessus prenant la valggipourt = tg.
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1.6 Prolongement aux vecteurs d’'une application et imageciproque d’'une
forme

1.6.1 Proposition. Soit f: M — N une application difrentiable d’'une vagte differentiable M
dans une autre vagite differentiable N. Soit x M et ve TyM. Soit d’autre partp: 1 — M une
application diferentiable @finie sur un intervalle ouvert | d& contenant I'originea valeurs
dans M, erifiant ¢ (0) = x, et dont le jet d’ordrel en O est le vecteur v. Le jet d’ordré &

I'origine de I'application fo¢ : I — N est un vecteuglement de {,)N, qui cepend lirairement
de ve TyM, mais pas du choix de I'applicatiap. On c&finit ainsi une application di#éfrentiable
Tf:TM — TN appeteprolongement dd aux vecteursqui \erifie ino T f =1y o f, C'esta-

dire qui rend commutatif le diagramme

Tf
™ TN
™ N
f
M N
Démonstration.Elle résulte d’'un simple calcul en coordonnées locales. O

1.6.2 Proposition. Soit f: M — N une application diffrentiable d’'une va@té differentiable M
dans une autre vagit differentiable N. Soifj € QP(N) une forme difrentielle de ded¥ p sur
N. Pour tout xe M ettous y, ..., vp € TYM on pose

f* n(X)(vi,...,vp) = n(F(X) (T f(va),..., T f(vp)).

On c&finit ainsi une p-forme difentielle f'n € QP(M) appekeimage réciproqueen par f.

L'application n — f*n est un homomorphisme de I'&gre exérieure Q(N) dans I'algebre
exérieureQ(M).

Démonstration.C’est une conséquence immeédiate de la propositiorepi&de. O

1.6.3 Remarque.On ne peut en général pas définir I'image réciproque par application
differentiable f : M — N, d’un champ de vecteurs, ou d’'un champ de multivecteurs)asur
varieteN. On peut cependant le faire dans le cas particulier impodarf : M — N est un
diffeomorphisme. Cette remarque va nous permettre dendda dérivée de Lie, relativement a
un champ de vecteurs, des champs de multivecteurs ausgjueetes formes differentielles.

1.6.4 Proposition. Soit X € AL(M) un champ de vecteurs sur la vai differentiable M etdy
son flot. Pour tout & R, on note®y ; le difffomorphisme x- ®x (X) = ®(t,x), défini sur
'ouvert Dx(t) de M (1.5.11). Pour toute forme défentiellen € Q(M) et tout xe M, on pose

d((®x 1)*n(x)) |
dt t=0"

Cette formule éfinit une forme diéfrentiellel(X)n € Q(M), appekedérivée de Lie de selon
X. L'application n — L(X)n est une @rivation grad@ee de degr O de l'algebre exérieure
Q(M).

Une formule analogue permet défthir de néme la @rivee de Lie selon X sur I'akgre
exérieure AM) des champs de multivecteurs, quieégalement uneétivation gradiee de dege
0 de cette algbre.

LN (X) =
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Démonstration.Nous ne ferons ici que I'esquisser. Supposons par exemple gait une forme
différentielle de degr@. Quel que soik € M, pourt assez petit en valeur absolxesst élément
de Dx(t). Donct — (®x {)*n(x) est une courbe paramétrée dans I'espace vectherM).
On vérifie que cette courbe est differentiable, de sortesgudérivée, pour= 0, a un sens et est
un élement du méme espag(T;M). Il est alors facile de vérifier que I'opératetitX) ainsi

défini vérifie
LX) (AL = (LX) AL+ A(L(X)),
donc est bien une dérivation €M) ]

2 Structures symplectiques

2.1 Definition et premieres propriétés

2.1.1 Cefinition. Unestructure symplectiqusur une variété differentiabM est la donnée, sur
cette variété, d'unéorme symplectiquec’est-a-dire d’'une forme différentiell®, de degré 2,
satisfaisant les deux propriétés :
— la formew est fermée,
dw=0,

— et elle est partout non dégénérée, ce qui signifie que foait pointx € M et tout vecteur
non nul ve TyM tangent @M au pointx, il existe un autre vectew € TyM, tangent &M au
méme poink, tel que

w(X)(v,w) # 0.

On dit alors quéM, w) est unevariéte symplectique

2.1.2 La forme de Liouville. Sur le fibré cotangent*N a une variété differentiabld, de
dimensionn, il existe une 1-forme differentielle naturelle, appeférme de Liouville notéen
(parfoisny), ainsi définie :
(n(&),4) = (& Tm(2)).
Dan cette expressiohe T*N, x= (&) €N, { € Te(T*N), Trn({) € TxN.
Le diagramme commutatif ci-dessous illustre cette constm.

.
TT*N) =N TN 7™ ¢
IT*N ] ]

TN NN F N

2.1.3 Expression locale et propétés de la forme de Liouville. Soient(x!,...,x") les co-
ordonnées locales dans une carte\det (x*,...,x", p,..., pn) les coordonnées locales dans la
carte associée de*N. La forme de Liouville a pour expression locale

nN:iipid>6~

Elle prend une valeur nulle lorsqu’on I'applique a un vecteertical (dont la projection siN est
nulle) ; son expression locale ne comporte pas de terntiggei®n dit qu’elle essemi-basique
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2.1.4 efinition. On appelleforme symplectique canoniqule fibré cotangent la différentielle
extérieure de la forme de Liouville
w = dI’]N .

2.1.5 Commentaire. Puisquedod = 0, on a bierdw = d(dn) = 0. Pour montrer que est
symplectique, il reste a vérifier qu’elle est non dég@e. Cela résulte immédiatement de son
expression en coordonnées locales, qui est

n .
w:i;dpAdk.

Cette expression locale confirme d’ailleurs quest fermée puisque ses composantes sont des
constantes.

2.1.6 Theoreme (Darboux) Soit (M, w) une varétt symplectique connexe. La dimension de
cette varéte est cessairement paire ; notons2a. Tout point de M pogsle un voisinage ouvert
qui est le domaine d’une carte dont les coordees locales, nées(x,...,x2"), sont telles que

la formew ait pour expression

n
w=S dx" AdX.
2,

Une telle carte est diteanoniqueou de Darboux

2.1.7 Commentaire. Ce théoreme montre que localement, au voisinage de cldeses
points, une variété symplectiqu est isomorphe a un fitmt@angent. Il montre aussi que deux
variétés symplectique de méme dimension sont localersemorphes.

2.1.8 Produit scalaire cfini par une forme symplectique. Une forme symplectique» sur
une variéetéM détermine un “produit scalaire” : pour tout poE M,

M XTM =R (V,w) — w(X)(V,w).

Ce produit scalaire a des propriétés tres differentesadui déterminé par une structure eucli-
dienne, riemannienne ou pseudo-riemannienne. Tou d’alb@stantisynétrique alors que sg
est une métrique pseudo-riemannienneNur

M XTM =R (v,w) — g(x)(Vv,w)

estsynetrique
Et surtout, le theoreme de Darboux montre qu’il n’exisds,pour les structures symplectiques,
d’équivalent de Iasignaturedes structures pseudo-riemanniennes.

2.1.9 Isomorphismes éterminés par une structure symplectique. Une structure symplec-
tique w surM détermine un isomorphisme, natg, deTM surT*M :
XEM, VETM, «(V)==—-i(V)(w(X)ecT;M.

On note aussiv’ I'isomorphisme du module des champs de vecteurs sur le raatds 1-formes
différentielles suM :

VeA(M), «V)=-iV)weQiM).

On notera\? : T*M — T M l'isomorphisme inverse de’, et on notera aus#¥’ I'isomorphisme
correspondant d@*(M) surAl(M).
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2.1.10 Structure de Poisson assd®a une structure symplectique. L'isomorphismew’ :
TM — T*M et son inversé\? : T*M — TM se prolongent aux puissances extérieure$ td
et deT M, donc aussi aux algebres extérieures des formes diffetes et des multivecteurs sur
M. En patrticulier

N(w)=A

est un champ de bivecteurs r appeléstructure de Poissoassociée a la structure symplec-
tique w.

Dans une carte de Darboux de coordonnées los&les , X", p1,...,Pn :

n . n 0 a
w=SYdpAdX, A=Y —A——.
2,4p 2 op " ox

2.1.11 Quelques formules.Soit (M, w) une variété symplectique. On a

Jet§ € QY(M), A(Z,&)=(&N).
De méme,
VetWe A(M), w(V,W)=(wW,V).

2.1.12 Proprieté importante . Le fait quew soit fermée, c’est-a-dire vérifie
dw=0

a pour conséquence
N,N =0,

ou le crochet figurant dans la formule ci-dessus estdehet de Schouten-Nijenhuis

2.1.13 Cefinition. Soientf et g deux fonctions differentiables définies sur la varigyenplec-
tique (M, w). On appellecrochet de Poissode ces deux fonctions, la fonction

{f,g} = A(df,dg) = w(A*(df)A*(dg)).
est appeléerochet de Poissode f et deg.

2.1.14 Proposition.Le crochet de Poisson a les propgtés suivantes.
1. Antisynétrie :
2. Identie de Jacobi
{f.{g.h}} +{g,{h,f}} +{h{f,g}} =0.

Le crochet de Poisson fait de I'espace des fonctiongmiftiables sur une vagte sym-
plectique unelgebre de Lie

2.2 Champs hamiltoniens

2.2.1 Definition. Le champ de vecteurs hamiltoniassocié a une fonction fonction différentiable
f sur la variété symplectigué, w), notéXs, est

Xt = AF(df).
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2.2.2 Quelques propétés. Soientf etg deux fonctions différentiables sur la variété symplec-
tique (M, w). On a
iX)w=—df; {f g} =aw(Xs,Xg) =(dg Xs) =A(df,dg).

L'application f — Xs est unhomomorphisme d’akpres de LieleC*(M,R) muni du crochet de
Poisson, dan&!(M) muni du crochet de Lie. Cela signifie que

[X¢, Xg] = X(t.g) -

2.2.3 Leséquations de Hamilton. On sait que chaque champ de vectexirdéfini sur une
variété differentiablé/ détermine une équation differentielle

do (1)
gt = X(9®),

dont les solutions sont les courbes paramétrées diti@kdese : | — M, définies sur un inter-
valle ouvertl C R, dont la dérivée en chaque poinE | est égale a la valeur d¢ au point
¢(t).

Sur une variété symplectiqud, w), I'équation differentielle déterminée par le champvde-

teurs hamiltonierX; associé a une fonctiohest appelééquation de Hamiltomssociée 4, et
la fonction f est appelédamiltonienoufonction de Hamilton

Soit¢ : | — M une solution de I'équation de Hamilton, de hamiltonfen

%ﬁt) =X (9(t)).

La dérivée d’une autre fonction différentialgée long d’'une courbe intégralle de X; s’exprime
au moyen du crochet de Poissph g} :

w = (dg(¢(t)).Xs (o(t))) ={f, g} ((1)).

2.2.4 Definition. Uneintégrale premérede I'équation differentielle, associée au champ de vec-
teursX,
do(t)

T =X <¢(t))
est une fonctiomy qui garde une valeur constante sur chaque courbe intédgalette équation.

2.2.5 Proposition. Une fonction diérentiable g éfinie sur la varétt symplectiquéM, w) est
intégrale premére de lequation de Hamilton assa@® au hamiltonien f si et seulement si

{f,g} =0.
On dit alors que les fonctions f et g saet involution
2.2.6 Corollaire. Soit(M, w) une varéte symplectiquE.

1. Théoreme de Ienergie.Un hamiltonien f (inépendant du temps) sur M estégtale
premere du champ hamiltonien assécxs.

2. Théeoreme de Poissorle crochet de Poisson de deuxégtales preméres du champ de
vecteurs hamiltonien gXest une inégrale premére.

Démonstration.La propriété 1 résulte de I'antisymétrie du crochet aésBon., qui implique
{f,f} =0. La propriété 2 est une conséquence immédiate dentitéede Jacobi

{f.{g,h}} +{g.{h,f}} +{h{f,g}} =0.
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2.2.7 Expressions localesL'expression de I'équation de Hamilton associée a lafiom f,
au moyen des coordonnées locales. ., Xy, p1,. . ., Pn dans une carte de Darboux (M, w), est

R A
P N o
E_{tpl}_ 0Xi7

L'expression du crochet de Poisson de deux fonctioasg est

n (0f A ag)

{f,g}zi;

2.2.8 Flots hamiltoniens. Soit f une fonction différentiable sur la variété symplecggil, w)
et Xs le champ de vecteurs hamiltonien associé.

api X oX api

Son flotdy, a une importante propriétél:conserve la forme symplectiqu€ela signifie que
pour toutt € R, le diffeomorphismeby, + conserve la forme symplectique On dit que c’est
un symplectomorphisme

Dy W= Ww.

Cette propriété (exprimée dans un autre langage) dé&téuverte par Joseph Louis Lagrange
au début du XIXeme siecle.

3 Apercu historique

3.1 Origine du mot “symplectique”et de la notion de structure symplec-
tique

Le mot symplectiquesemble avoir été employé pour la premiere fois dans hes &2 nous
'entendons par Hermann Weyl (1885-1955), dans son @assical group$16]. Il vient d’'une
racine grecque signifiartomplexe employée par Weyl car le mabmplexe venant du latin,
avait déja un autre sens en mathématiques.

La notion de structure symplectique est apparu bien avané@®oir ce nom. On la trouve
dans les travaux de Joseph Louis Lagrange (1736—1813prd'&drs de son étude de la variation
lente des éléments orbitaux des planétes du systemiessqiuis en toute généralité, comme une
structure fondamentale existant sur I'ensemble des moertnd’un systeme mécanique.

3.1.1 Lesélements orbitaux des plamtes. On sait qu’en premiere (et trés bonne) approxi-
mation, chaque planete du systeme solaire parcourt lipseetiont le Soleil occupe un foyer,
suivant une loi horaire bien déterminée, la loi des ail&sire balayée par le segment de droite
joignant la planete au Soleil est une fonction linéairetelmps. Ce sont les deux premieres
lois découvertes par I'astronome et mathématicien Judmiepler (1571-1630). Dans cette
approximation, la connaissance ddéments orbitauxde la planete suffit pour déterminer la
position de celle-ci dans I'espace, a tout instant, pge&sent ou futur.

Ces élements orbitaux sont au nombre de 6 :
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— deux pour déterminer le plan de 'orbite ; par exemple, ngl@déterminant la position de
la trace de ce plan sur un plan de référence fixe, choisiaisgbur toutes, passant par le
Soleil ; et un autre angle, mesurant l'inclinaison du plafalbite par rapport a ce plan de
réference ;

— deux autres pour déterminer la dimension et la forme dbit®, par exemple les valeurs du
demi-grand axe et de I'excentricité,

— un encore pour déterminer la position de I'orbite dans@an, par exemple I'angle formé
par le grand axe de I'ellipse et la droite d’intersection de glan avec le plan de référence,

— un dernier pour déterminer la position de la planete snrsbite. Par exemple, sa position
gu’elle occupe a une date choisie pour origine du temps.

Dans I'approximation keplérienne, la connaissance desitipn de la planéte a un instant par-
ticulier, par exemple I'instant choisi pour origine du tesngt celle des autres eléments orbitaux,
suffit pour déterminer la position de la planete a toutanspuisque son mouvement obéit a la
loi des aires et que la connaissance du demi-grand axe delsitedetermine sa période. C’est
la troisieme loi de Kepler : le carré de la période du maneget d’'une planete autour du Soleil
est proportionnel au cube du grand axe de son orbite.

Puisque les éléments orbitaux sont au nombre de 6, |'dolgedes mouvements possibles
d’'une planete autour du Soleil est, dans I'approximatiepl&rienne, une variété differentiable
de dimension 6.

Nous ne considérons ici que les mouvements elliptiqueslart les mouvements parabo-
liques ou hyperboliques, qui seraient plutdt ceux desates) et nous excluons les mouvements
singuliers dans lesquels la planete aurait un mouvemetiligae et entrerait en collision avec
le Soleil.

On peut effectivement montrer, de maniere parfaitemegdurieuse, ainsi que l'a fait par
exemple Souriau [14] que dans I'approximation kepléreeroet ensemble est bien une variété
differentiable, lavariett des mouvemente la planete.

On peut méme (moyennant une opération appegalarisation des collision$viter d’avoir
a exclure les mouvements singuliers dans lesquels lefdamtre en collision avec le Soleil ;
mais alors la variété des mouvements n’est plus nécessant séparée.

Il était d’ailleurs facile de voir que cette variété ietaecessairement de dimension 6, car le
mouvement de la planete est entierement déterminépdrdis coordonnées (dans un systeme
d’axes quelconque) de sa position et les trois composataes €e méme systeme) de sa vitesse,
a un instant quelconque choisi comme origine du temps.

3.1.2 Au deh de 'approximation keplerienne. Ce n’est qu’en premiere approximation que
les mouvements des planétes du systeme solaire sontiges®tiont le Soleil est un foyer. Cette
approximation suppose que chaque planete n’interagiitgteonnellement qu’avec le Soleil et
a une masse négligeable aupres de la masse de celui-ci.

En réalité, méme lorsqu’on ne tient pas compte des iatierss gravitationnelles directes entre
les planéetes, I'orbite du mouvement keplérien de chadmregpe est une ellipse ayant pour foyer
non pas le Soleil, mais le centre de masse du systeme @i&odil, qui ne coincide pas exacte-
ment avec le centre du Soleil, et qui dépend de la planétsiderée. De sorte que les diverses
planetes agissent nécessairement les unes sur les, audreseulement par leurs interactions
gravitationnelles mutuelles, mais aussi par l'interra@di de I'attraction gravitationnelle que
chacune d’elles exerce sur le Soleil.

Pour en tenir compte, Lagrange a imaginekthode de variation des constantes

17



3.1.3 Lagrange, Poisson, Cauchy : Chronologiel773 : Laplace, Mémoire lu a I'’Académie
des Sciences montrant que le grand axe des ellipses dquaitées planetes n’a pas de variation
séculaire (en premiere approximation).

1776, 1781, 1782,.. : Lagrange, das plusieurs Mémoires de I’Académie de Bealinéliore le
résutat de Lagrange et étudie les variations des au&remeats orbitaux des planétes.

20 juin 1808 : Poisson, dand le mémo8Bar les irggalitts €culaires des moyens mouvements
des plamtes connsidere a nouveau ce probleme et auéliore ledtaés de Lagrange.

22 aolt 1808 : Stimulé par la conbtribution de Poissonraage, dan#1émoire sur la teorie
des variations de&lements des plates reprend le probleme auquel il n'avait pas travaillé
depuis plus de 25 ans.

13 mars 1809 : Lagrange, dakemoire sur la téorie ¢erérale de la variation des constantes
arbitraires dans tous les probines de gcaniquemontre la portée générale de la méthode qu'il
a employée dans son précédent mémoire. Il clarifie grarght la présentation de cette méthode.

16 octobre 1809 : Poisson, da8sr la variation des constantes arbitraires dans les qoesti
de necanique voit que Lagrange a laissé passer un détail importanefihit les expressions
aujourd’hui appelées “crochets de Poisson”.

19 février 1810 : Lagrange, das®econd ramoire sur la tkorie de la variation des constantes
arbitraires dans les prol@imes de &canique reconnait I'intérét de la contribution de Poisson,
mais souligne le fait que les idées essentielles étaréseptes dans son précédent mémoire.

15 janvier 1835 : Hamilton, dans s@econd essay on a general method in Dynanni¢soduit
le formalisme aujourd’hui appefermalisme hamiltonien

1837 : Cauchy, danblote sur la variation des constantes arbitraires dans lesbfgmes de
mécaniquereprend I'exposé de la méthode de Lagrange, en utillsdotmalisme hamiltonien.
Cette Note serait extraite d'un Mémoire présenté adéd&mie de Turin en 1831, que je n'ai pas
trouvé. Il serait intéressant pour les historiens demsxde de voir si ce mémoire de 1831 contient
déja le formalisme hamiltonien, avant la parution duaibste Hamilton.

3.1.4 La methode de variation dess constantes.Probablement inspiré par la méthode de
résolution des équations differentielles linéairea homogenes qu’il avait déja développée [7],
Lagrange a eu l'idée de décrire le mouvement des plaretesir du Soleil comme ayant lieu
sur des orbites elliptiques dont les éléments orbitataiset, non plus parfaitement constants,
mais lentement variables au cours du temps.

Il a cherché quelles sont les équations differentiejléigégissent cette variation [8]. Il a com-
pris la portée tres générale de ce procédé, qu’il améméthode de variation des constantes

Son mémoire lu a I’Académie des Sciences le 13 mars 1§@#§8ente cette méthode pour un
systeme mécanique général. Lagrange considere ténsgsnécanique dont I'énergie cinétique
est de la forme

T=T(rsu,...,r',su...),

our, s, u, ... sont des variables indépendantes décrivant la positisysteme. Dans I'exemple
particulier du mouvement d’'une planete, ce sont les tromdonnées de la planete, dans un
repere particulier. Nous noterondeur nombre, qui est la dimension de la variété de configura
tion.

Les quantités’, s, U, ..., sont les dérivées des, u, par rapport au temgs
dr ds du
N=—, d=— uU=—, ...
dt dt dt
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Lagrange suppose d’abord ce systeme mécanique sourassfardes dérivant d’'un potentié|
fonction der, s, u, ..., mais pas de’, s, U, ... Dans I'exemple du mouvement d’'une planafe,
est le potentiel gravitationnel créé par le Soleil. Lgad@ions du mouvement, établies dans son
traité [11], s’écrivent

d /0T oT oV

| ——— 4+ — = 0,

dt \ oar’ or  0or

et des équations analogues dans lesquek¢s’ sont remplacés parets, uetu, ...

La solution générale du systeme formé parrcéguations du second ordre dépend du temps
et de 2 constantes d’'intégration, que Lagrange ratb, c, f, g, h, .... Cette solution générale
est de la forme

r=r(t,ab,c f,gh...), s=s(t,abcfgh..), u=....

Dans I'exemple particulier du mouvement d’'une planete Zeconstantes d’intégratios b, c,
f, g, h, ... sont leseléments orbitaux

Puis Lagrange suppose que le potentiehe décrit les forces qui s’exercent sur le systeme
mécanique qu’en premiere approximation, et qu'il doétnsl les équations du mouvement, étre
remplacé pa¥ — Q, ou Q est une fonction de, s, u, ..., et aussi du tempis Dans I'exemple
du mouvement d’'une planét®, traduit les interactions gravitationnelles entre les ptas qui
étaient auparavant négligées. Les équations du moeneteviennent :

49T\ _oT v _ 99
dt \ ar’ or odr or’
et des équations analogues dans lesquek¢s’ sont remplacés parets, uetu, ...

Pour déterminer la solution générale de ce nouveaesystLagrange I'écrit sous la forme

= (t,a),b(t),c(t), (t),9(0), h(b), ).
et des expressions analogues pgur, . ... La fonction
(t,a,b,c,f,g,h,...)—r(t,ab,c f,gh...)

qui intervient dans ces expressions, et les fonctions gnakpous, u, ... sont, bien sir, celles
qui avaient été precédemment trouvées lors de lam@iation du mouvement dans I'approxi-
mation ouQ est remplacé par O.

Il reste & déterminer lesn2fonctions du temps — a(t), t — b(t), ..., qui bien entendu
dépendront, outre du tempsde 2h constantes arbitraires.

3.1.5 Les parentleses de LagrangePar des calculs assez laborieux (qu’il simplifie considlieraent
d’abord dans unéddition, puis dans urSuppément au ramoire pécedent publiés a la suite

de son mémoire) Lagrange obtient les équations diffeakes vérifiees par ces fonctions et
découvre une propriété remarquable : ces équatiommpre une forme simple lorsqu’on les
exprime au moyen de grandeurs, gu'’il n¢&eb), (a,c), (a, f), b,c), (b, f), ..., aujourd’hui ap-
peleegarentteses de Lagrange

Celles-ci s’expriment au moyen des constantes d’intégrat b, c, f, g, h, ..., et ne dépendent
ni du tempg, ni des forces additionnelles agissant sur le systemegseptées pdp.
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Ainsi que I'aremarqué J.-M. Souriau [15, 5], les parestf®de Lagrange sont les composantes
de laforme symplectique canonigde la variété des mouvements du systeme considérg Jaan
carte ayant pour coordonnées locaeb, c, f, g, h, .... Lagrange a ainsi, le premier, découvert
la notion destructure symplectiqyeinsi nommeée, plus de 100 ans plus tard, par Hermann Weyl
[16].

Précisons bien qu’il s’agit ici du systeme mécaniquetdiénergie cinétique esI et dont les
forces appliquées dérivent du potentiel les forces additionnelles représentées@arentrent
pas dans leurs expressions.

L'expression des parenthésgsb), (a,c), ... initialement obtenue par Lagrange est tres com-
pliguée, mais dans I’Addition a son Mémoire, il en donme bbeaucoup plus simple, gu'il écrit
(paragraphe 26 de [9]) :

_ordpr drdpr  0sdps O0sdps  dudpy, dudpy

(D) =32 db “dboa ' dadb dbda dadb dboa

Nous avons posé, comme le feront Hamilton [2,3] et Cauchgriron 30 ans plus tard :

oT oT oT
= o ps—ga pu—w-
Lagrange utilisait les notations moins parlantésT” et T”” au lieu depr, ps et py. Rappelons
quer, s, u, ... sont des coordonnées locales sur la variété de confignmdi systeme, at, s,
U leurs dérivées par rapport au temps. L'énergie cingtifl, qui dépend de dg, s, u, ..., '/,
g, U, ..., est une fonction définie sur le fibré tangent a cetteet@yiappelésariéte desétats
cinéematiqueslu systeme. L'application

Pr

(r,;s,u,...,r' s,u,...)—(r,s,u,...,pr, Ps, Pus---)

aujourd’hui appelé¢ransformation de Legendrest définie sur le fibré tangent a la variété de
configuration, et prend ses valeurs dans le fibré cotangette varieté, appeléspace des
phaseglu systeme.

Dans le cas le plus souvent rencontré, qui était celuiidéns par Lagrange, ou I'énergie
cinétigue est une forme quadratique définie positiveeagtplication est un diffeomorphisme.

Puisque les constantes d’integratiarb, c, f, g, h, ... forment un systéme de coordonnées
locales sur la variété des mouvements, leur donnéerdigte complétement le mouvement du
systeme (il s’agit du systeme considéré dans la pnend@pproximation, dans laguel® = 0).
Par suite, pour chaque valeur momentamément fixketemps, les valeurs a l'instantler, s,
u,...,r', g, u,..., sont parfaitement déterminées des lorsgug c, f, g, h, ... sont donnés.

Réciproguement, le théoreme d’existence et unicitesddutions des equations differentielles
(attribué a Cauchy et Lipschitz, mais que Lagrange c@naiilcomme allant de soi) montre que
la connaissance des, u, ...,r',s, U, ..., auninstant fixé quelconquedétermine complétement
le mouvement, donc détermiaeb, c, f, g, h, ...

En réesumé, pour chaque valeur du terhfigsée, I'application qui, a un mouvement représenté
par(a, b, ¢, f, g, h,...) fait correpondre les valeurs de s, u,...,r’, §, U,...) a l'instant
t, est un diffeomorphisme de la variété des mouvementyshgise, sur la varieté de ses états
cinématiques.

En composant ce diffeomorphisme avec la transformatidredendre, nous voyons que, pour
chaque instarttfixe,

(a7 b7 C7 f7 97 h?"')’_)(ra S7 uv"'a pl’a pSa pU7"')
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(ou il faut comprendre que, s, U, pr, Ps, Pu désignent les valeurs prises par ces grandeurs a
linstantt considéré) est un diffeomorphisme.

Le fait que, pour chaque valeur fixée tj€application

<a7 b7 C7 f7 g7 h?"')H(n S, U,..., ph pS7 pU7"')

soit un diffeomorphisme, permet de comprendre quel sendodrdonner aux parentheses de
Lagrange :

(ap)_ OrOP_Or o 0sdps_ 0s0ps 0udpy 0udpy

"/ dadb dbda dadb dbda dadb b Ja

3.1.6 Remarque.La parenthese de Lagrange,b) n'a de sens que lorsqu’on a choisi, non
seulement les deux fonctioagtb sur la variété des mouvements, mais aussi toutes lesautre
f, g, h, ..., formant un systeme de coordonnées loales sur cetet&akn d’autres terme&, b)
ne dépend pas que deet deb, mais aussi de, f, g, h, .... C’est une fonction sur la variété des
mouvements.

En utilisant les concepts et notations du calcul diffaedeixtérieur (dont Lagrange ne disposait
malheureusement pas, puisqu’ils ont été développ&éXaame siécle pakElie Cartan), il est
facile de vérifier que les parenthéses de Lagrange samtdniesigne pres, les composantes, dans
la carte de I'espace des mouvements de coordonnées lacdigs, f, g, h, ..., de la forme
symplectique image réciproque, par le diffeomorphisme

<a7 b7 C7 f7 g7 h?) = (r7 S, U,..., ph pS7 pr--)

de la forme symplectique canonique du fibré cotangent ariéte de configuration.

(a,b)dandb+ (a,c)dandc+---+ (b,c)dbadc+---
(‘9 da+ Zdb+ . ) <‘9de at+ 2Prapy . )

0 b 0 ob
s s Jps dps
<a da+%db+ ) (a da+ 0bdb+ )
+...
=drAdp +dsAadps+dundpy+---

Au signe pres, c’est I'expression, en coordonnées deddathde la forme symplectique d'un
fibré cotangent.

En prouvant que ses parenthéses ne dépendent pas deatthntemps, Lagrange a, du méme
coup, prouvé gue le flot du champ de vecteurs d’évolution|'sspace des phases, conserve la
forme symplectique canonique.

3.1.7 Les formules de variation des constantesLagrange montre que des dérivées par rap-
port au temps, des “constantes qu’on fait varie&, b, ..., vérifient

2n da oQ
- <i<
Z dt = %a 1<i<2n,

ou j'ai noté, pour faciliter 'écritureg;, 1 <i < 2nau lieu dea, b, c, ..., et ou j'ai tenu compte
de l'antisymétrigaj, a) = — (&, ;).
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Lagrange indique qu’en résolvant ce systeme linéair@kgient des expressions de la forme

2n
Cil_?: ”%’ 1<i<2n.
=1 J
Lagrange explique que lds; sont des fonctions des qui ne dépendent pas explicitement du
temps. En langage moderne, ce sont des fonctions définiés warieté des mouvements. Mais
Lagrange n’en donne pas explicitement I'expression. Gasteon Denis Poisson (1781-1840)
qui le fera, a peine quelques mois plus tard.

3.1.8 Le nemoire de Poisson de 1809Dans un mémoire lu a I'Institut de France le 16 oc-
tobre 1809 [13], Siméon Denis Poisson (1781-1840), qtit at@l'éléeve de Lagrange acole
Polytechnique, reprend I'étude de la méthode de vanates constantes. Il introduit des quan-
tites, définies sur la variété des mouvements, qu’ieriatb), (a,c), ..., qui ne sont pades
parenthéses de Lagrange. Ces grandeurs sont aujourgieiéasrochets de PoissofPoisson
utilise d'ailleurs aussi les parenthéses de Lagranges ihlais note differemment[a, b] au lieu
de(a,b), [a,c| au lieu de(a,c), .. ..

Nous conserverons la notatida,b), (a,c), ..., pour les parenthéses de Lagrange et nous
utiliserons la notatioda, b}, {a,c}, {b,c}, ... pour les crochets de Poisson.

3.1.9 Les crochets de PoissonlL’expression de ses crochets, donnée par Poisson, est la su
vante :

dadb Jdaodb oJadb oJdadb Jdadb Jadb

{0} = 55 or ~ ar ap, ' aps s

9sdps | dpyou

du~ dudpy
Les crochetqa, c}, {b,c}, ..., sont donnés par des formules analogues. Dans ces formales

sont les coordonnées locaked, ¢, ... sur la varieté des mouvements qui sont considérés comme
fonctions de I'état dynamique du systeme a l'instartecrit par les valeurs, a cet instant,rge

pl’a S, ps, u, pu,

On reconnait I'expression, en coordonnées de Darbougralthet de Poisson de deux fonc-
tionsa etb définies sur une variété symplectique.

3.1.10 Crochets de Poisson et parendises de Lagrange : comparaison.Les crochets de
Poisson ont pour expression

dadb oJadb dadb oJadb dadb Jdaadb

& =Gp o arap " apess

9sdps | 9py dU

dudp,
tandis que les parentheses de Lagrange ont pour expression

(ap)_ OTOP_Orop 0s0ps 0sdps 0udpy dudpy
’ dadb oJbda oJdadb dboda dJdadb Jboa '

C’est au moyen des dérivées partielles du diffeomorphide I'espace des phases au tehqs

I'espace des mouvements que s’expriment les crochets dedPpialors que les parenthéses de

Lagrange s’expriment au moyen des dérivées partielleifteRomorphisme inverse, de I'espace

des mouvements sur I'espace des phases au temps

On peut dire, en conclusion que les parenthéses de Lagsangkes composantes, dans la carte
de la variété des mouvements dont les coordonnées smaitda, b, . . ., de la forme symplectique
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de cette variété, tandis que les crochets de Poissonesobdimposantes, dans cette méme carte,
du tenseur de Poiss@nassocié a cette forme symplectique.

Les matrices formées, d’'une part, par les parenthéseaglahgeda,b), (a,c), ..., d’autre part
par les crochets de Poissfa b}, {a,c}, ... des fonctions coordonnéasb, c, ... sur la variété
des mouvements, sont inverses I'une de l'autre. Ce faiealeirement indiqué par Augustin
Louis Cauchy (1789-1857) dans un mémoire présenté acbdémie de Turin le 11 octobre
1831 [1], 22 ans apres la parution des mémoires de Lagetrigeisson.

3.1.11 Remarques.Le crochet de Poisson de deux fonctions differentiabledagunques a un
sens, alors que les parenthéses de Lagrange de deux fandifferentiables quelconques n’en
ont pas : les parenthéses de Lagrange n’ont de sens (cormmerieées partielles par rapport a
certaines variables) que pour une famille de fonctions gui ks fonctions coordonnées locales
dans une carte.

Deux intégrales premieres quelconques peuvent errglégtee choisies comme deux des co-
ordonnées sur la variété des mouvements. Leur crochowson, étant une fonction sur cette
variété, est aussi une intégrale premiere. Ce résujta figure dans le mémoire de Poisson,
est connu sous le nom dieeoreme de PoissorOn le présente souvent aujourd’hui comme une
conséqguence de I'identité de Jacobi, mais ce n’est pas@ie Poisson I'a découvert.

Lagrange et Poisson ont remarqué I'antisymétrie de learsnthese et de leurs crochets, mais
ne parlent pas de l'identité de Jacobi. C’est Carl Gustaelaacobi (1804-1851) [6, 4] qui,
en la découvrant, a compris son importance et prouvé lguést satisfaite par le crochet de
Poisson, ainsi que par le crochet de Lie des champs de vecRappelons son expression. Pour

les fonctions
et pour les champs de vecteurs

[X,Y,Z]] + [Y,[Z,X]] + [Z,[X,Y]] =0.

3.1.12 Lememoire de Lagrange de 1810Dans ce mémoire, Lagrange revient sur les résultats
gu’il avait obtenus dans son premier mémoire. Il utilise ¢eochets de Poisson pour les expri-
mer de maniere plus simple. Il écrit les équations défftielles qui gouvernent la variation des
constantes sous la forme

dg & oQ .
— =S {a,aj}=—, 1<i<2n.
dt jzl J 0a;

Pour faciliter I'ecriture j'ai noté;, 1 <i < 2n, les constantes qu’on fait varier (les coordonnées
locales sur la variété des mouvements), au lieg,dgc, f, g, hcomme le faisait Lagrange.

On remarquera que Lagrange aurait pu écrire ses équatomsniere plus simple

da ={g,Q}, 1<i<2n.

dt
Il ne le fait pas (pas plus, d'ailleurs, que ne I'a fait Porsstans son mémoire de 1809). Il
n'emploie le crochet de Poisson que pour les fonctions aooréesa;, pas pou qui pourtant
peut parfaitement &tre considérée comme une fonctidimid sur la variété des mouvements
(mais dépendant aussi du temps).
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3.1.13 Lanote de Cauchy de 1837Cette note, publiée alournal de Matmatiques pures et
appliguees est extraite d’un long mémoire présenté par Augusbioit Cauchy (1789-1857) a
I’Académie de Turin le 11 octobre 1831. Elle porte pratigeat le méme titre que les mémoires
de Lagrange et de Poisson

Cauchy utilise résolument le formalisme hamiltonien. $gerest tres concise (6 pages) et
présente, de maniere remarquablement claire et dansgagde tres proche du langage moderne,
I'essentiel des résultats de Lagrange et de Poisson. @apeitui non plus n’écrit pas de crochet
de Poisson avec la fonctida (qu’il note d’ailleursR).

Cauchy prouve (sans utiliser le moiatrice) que les matrices formées par les parentheses de
Lagrange, et par les crochets de Poisson, des fonctiondauuges sur la variété des mouve-
ments, sont inverses I'une de l'autre.

3.2 Retour sur la variation des constantes

Je vais maintenant présenter, dans le langage modernésldats de Lagrange et Poisson
concernant la variation des constantes, tels que je lesremtg. Au langage pres, je suivrai
I'exposé de la note de Cauchy de 1837.

Sur une variété symplectiqu#, w) de dimension & on considere un systeme hamiltonien,
dont le hamiltonien, dépendant éventuellement du tesgis)otéQ : M x R — R (c’est la nota-
tion utilisée par Cauchy). Sdilp la variété des mouvements®@t R x My — M (t,a) — ®(t,a)
le “flot” du champ de vecteurs de hamiltoni® Pour toute fonction differentiabg: M — R :

a(g%;(t’a)) ={Q.g}(@(t,a)).

Supposons maintenant queviai hamiltonien du systeme sd+ R au lieu deQ, R pouvant
aussi dépendre de

La méthode de variation des constantes consiste a clienca@pplicatiot : R x Mg — My,
(t,b) —a=W(t,b), ouM; estla variété des mouvements du nouveau systeme, teig,dp) —
(t,W(t,b)) soit le “flot” du champ de vecteurs de hamiltoni@a- R.

On doit avoir, pour toute fonction differentiabde M — R,
d
(9oL W(t,b)) = (Q+RgH(®(t. W(t,b))).
Mais pour chaque valeur particuliegedet
d d d
gi(0o0 W) = (o0t Wito)) + (g0t (1))

Puisque, pouty fixé, (t,W(to,b)) — ®(t, W(to,b)) est le “flot” du champ de hamiltonieq, le
premier terme du membre de droite vaut

%(gofb(t, w(to,b))))t:toz {Q.9}(®(to, W(to,b) ).
Donc le second terme du membre de droite vaut
Sloeotewen))| | = (1Q+Re-(Qa}) (®loWio b))

— {R g} <(D(to, Wito, b)))
= {Ro®y,go q)to}Mo(qJ(t07 b)) )
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parce queb, : Mg — M est de Poisson.

Mais go = go @, peut étre n'importe quelle fonction differentiable 84y, et la derniere égalité
s’écrit

d(go(W(t,b)
<d§b,aw(t,b)>tt _ ( of )) — (Ro i ol (Wl ).

ot dt }t_to

Puisquety peut étre quelconque, cette derniere équation montepqur toutb € M, (variété
des mouvements du systéeme de hamiltolgenR), t — W(t,b) est une courbe intégrale, sur la
varieteMg des mouvements du systeme de hamiltodedu champ de vecteurs de hamiltonien
(dépendant du temps)

(t,a)— R(t,®(t,a)), (t,a) €RxMo.

C’est le résultat découvert par Lagrange vers 1808.
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